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RfiSUMfiS ANALYTIQUES. 


AYERTISSEMENT. 


L’experience do I’enseignement m’a prouve qu’on pout simplifier 
encore sur plusieurs points I’etude de TAnalyse. D’autre part, des 
rccherches approfondics sur differentes branches des Sciences mathe- 
matiques m’ont conduit k des resultats nouveaux et k de nouveiles 
methodes qui fournissent la solution d’un grand nombre de questions 
diverses. D6jk quelques-unes de ces methodes se trouvent indiquees 
<lans des Notes quo renferme le Bulletin des Sciences, et presentees 
avoc plus d’6tendue dans les deux Memoires lithographies on i83i 
ot i 832. En attendant que je puisse donncr k ces matikres de plus 
amples d6vcloppements par la publication do Trailes speciaux, ou la 
reprise des Exercices de Mathdmatiques, j’ai pense qu’une s6rie d’ar- 
ticles dost! lies k offrir le resume des theories les plus importantes de 
I’Analyso, soil ancicnnos, soit nouveiles, particulikrementdes theories 
qu’ombrasse I’Analyso algkbrique et des methodes qui cn rendent 
I’exposition plus facile, pourrait int4resser les geomktrcs et ceux qui 
s’adonnont k la culture des Sciences. Tel est le but que je me propose 
dans le present Ouvrage, qui paraitra par cahiers k des epoques plus 
ou moins rapprochces les unos des autres, suivant le plus ou moins 
do temps que les circonstancos me permettront d’y consacrer. 


CEmr$s de C. — S. 11, t. X. 
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rSsumSs analytiques. 


§ I. — Sur les nombres figures. 

Designons par (wi)„ Ic nombro des produils qu’on pent former aver 
m lettres a,b,c,... combinees /^ a «. Parmi cos produits, le nombn' 
de ceux qui renfermeront la lettrc a sera evidemment 

(/n — 1 )„_„ 

et le nombre de ceux qui renfermeront seulemcmt les m — i aiilres 
lettres b,c, ... sera 

(m — 1)„. 

On aura done 

(i) (m)„=(m — — 

De plus, si Ton forme : les produits qui renfoniuMit la l('tlre a el 
dont le nombre cst (m — 2 “ les produils <|ui reiDerineiit la 
lettre b ot dont le nombre esl encore (m — on ohtieiidra 

on tout 

produits. Mais, e.n operant de cette maniere, on obliendru n fois 
ehaque produit; ear, si n = 3, par exeinplo, le produit ahe sera e,om- 
pris, et parmi ceux qui renftirrnent la lettre a, et parmi ceux (pii ren- 
ferment la lettre h, et parmi ceux qui renleriiKMit la le.ttre r. Dene 

(a) 

Observons enfin qu’on aura evidemunmt 

( 3 ) 

etque, kchaquc' produit forme avec n lettres prises dans la suite a. 
b, c, ..., correspond un seui produit forme aver, les m n lei I res 
restantes; d’oii il suit qu’on trouvera generalement 

ft 

(4) (wt),,™ (/«)//,_». 

Si au nombre m, qui doit loujours (%lre 6gal ou superieur it w, on 
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altribue successivement les valeurs 

«, n + 1 , « + 2, . . . , 

I’expression (»?)„ engendrera la suite des nombres 

(«)„=: I, (« + !)„= (/H-l)i=« + 1, (n-)-2)„, (« + 3 )„, 

qu’on appelle les nombres figuris de I’ordre n. Ceux du premier ordre 
seront, en vertu de la formule (3), les nombres naturels 

If 2| 3j 4? • • • > 

et g^neralemont ceux du premier, du second, du troisieme ordre, etc. 
composcront la seconde, la troisifeme, la quatrieme, ... ligne hori- 
zontale du triangle arithmetique de Pascal, savoir 


u I, 


I, 

1, 

I, 

I, 

1, 

( 2 )i, 

( 3 )., 

( 4 )i, 

( 5 )„ 

(6)„ 

(7)1, 

(8)i, 

h 

( 3 ) 2 , 

( 4 )„ 

( 5 ) 3 , 

(6)3, 

( 7 )*, 

(8)3, 


I, 

( 4 ) 3 , 

(5)3, 

(6)„ 

(7)3, 

(8)3, 



I, 

( 5 )*, 

(6)4, 

(7)4, 

(8)4, 




h 

(6)3, 

(7)5, 

(8)„ 





I, 

( 7 )., 

(8)., 






I, 

(8)„ 

I, 


I, 

I, 


I, 

I, 

i. 

r , 2f 

3 , 

4 , 

5 , 

6, 

7 , 

8, 

I, 

3 , 

6, 

10 , 


21, 

28, 



4 . 

10, 

20, 

35 , 

56 , 




5 , 

i 5 , 

35 , 

70, 




I, 

6, 

21, 

56 , 






7 , 

28, 


I, 8, ..., 

I, 

Dans CO Tableau, les termes do la premiere suite sont tous 6gaux k 
I’unite. Do plus, le premier terme de chaque nouvelle suite, Equi- 
valent lui-mErae k I’unitE, est avancE d’un rang vers la droite par 
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rapport au promier terniG de la suite precedente ; et cha£[ue nou- 
veau terme d’une suite quelconque est, en vertu de la formule (r), 
la somme qu’on obtient lorsqu’on ajoute au terme precedent do la 
meme suite le nombre qui se trouve immediatement au-dessus. II 
en resulte que le terme de la suite des nombres figures de 
Tordre m + j est la somme des n premiers nombres figures de 
I’ordre m. On a done 

( 5 ) 1 + + 2 )„, .. + {ni + n — 1 ),„= (ffj -h/Om+i* 

Au reste, la formule (5) peut 6tre deduite immediatement de la for- 
mule (r). 

De la formule (2) on tire succcssivement 


( 7 n)„= — (OT — — — ^(/n — a)„_s, 

et, par suite, 

( 6 ) • 
ou 

(7) (m)n= 


771 — I 


m m — I m — 2 m — (n — ^) 

— n— -I 71 — 2 — (/i—* i) 

/7?(m — i). . .(ttz— /i -h r) 


1 . 2 . . . /i 


Cela pos6, la formule (5) donnera 


( 8 ) 


I -l-(7n-i-i) 




1 . 2 


n{n + i).. .(it-i-m — i) n(n 4 - 1 ). ..(//■ -h n>) 


Ainsi, en particulier, 

(9) 1 + 2 H- 3 H-.. .-!-«= , 

(. 0 ) .+8+6+...+M2+ii=^<i±ii<2±;i'., 

2 2.3 


(n) i-+- 44 -io-l-...-h 


n(n-hi)(n + 2) __ «(« + 1) (/z + a) (« -[• 3) 


2.3 


2.3.4 
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En vertu de Tequation (9), les sommes des n premiers termes des 
progressions arithmetiques 

O, Ij 2j 3j •••9 

<z, a-i-26, a-^{Ti — i)b 


seront respectiyement 


— l) — 


n{n — r) 


( 12 ) 
et 

(1 3 ) /za -1- [1 + 2 4-. . (/i — 1)] 6 = na -h — ^6 = /i 4 - ' — - — ^ • 

Le second membre de la formule (12) ou (i 3 ) est le produit de n par 
la demi-somme du premier et du dernier terme de la progression que 
Ton consid^re. 

Si Ton indique la somme des n premiers termes d’une suite par la 
lettre S placee devant le re*®*”* terme, les Equations (9), (10), (i i) 
pourront s’ecrire comme il suit 

8{/*) — > 

f _ «(n + 1 ) (ra H- 2 ) 

(x4) { ^L"T— J- 2.3 

£, f/l(/l-f-l)(«4-2)"] «(/2--t-l)(« + 2) («4-3) 

^^3 J- 2.3.4 


et Ton en conclura 


S(n) = 


n(n -4- t) 


(i5) 


^r- , NT n(n-l-i){n + 2) 

S[n(rt + i)]= 5 ’ 


S[n(n + i)(n + 2)] = 


ra ( ra -4- 1 ) (« -f- 2 ) (n -4- 3) 


Si des boulets de mSme diambtre sont distribues, dans plusieurs 
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couches superposees, de maniere a figurer une pyramide triaiigulaire, 
ct dans cheque couche sur plusieurs files paralleles, de maniere a 
figurer un triangle equilateral, le nonibre des boulets compris dans 
une couche triangukire, ou dans la pyramide, se trouvera determine 
par la formule (9) ou (10), et sera ce qu’on nomme un nombrc trian- 
gulaire ou un nombre pyramidal. Done les nombres triangulaires (it 
pyramidaux se confondent avec les nombres figures du second et du 
troisieme ordre. 


§ II. — Divdoppement du prodidt de plusieurs hindmes, ou d’une puis- 
sance entidre et positive de I’un d’entre eux; ihdordme de Fermat sur 
les nombres premiers. 

Considerons m binomes diff^rents de la forme 


x-^a, x-\-b, x-^c, 


En les multipliant I’un par I’autrc, on aura 
(x-i-a) (x-i- b) (a? + c) ... 

=x"‘-i-{a-^-b-^-c-^-...)x"‘-* + (ab+ac■+■.. . + . . . h ttbe. 


de plus, en posant 
on trouvera 


a + b-hc-\-...-=zma -- (ot)i a. 


ab -{-ac + ...■+ be +... = 


abc. . . = a"‘. 

Done, par suite, 

(a) (x ■+■ a)"’ = x'" ■+■ . . .-I- a"'. 

Dans le second membro de I’equation (2), les coclficieiits des diverses. 
puissances de x ot de a, savoir 

(3) I, (m)„ ..., (m)j, (m)„ i, 

sent pr^cisement les nombres qui composent la (m ■+• 1 )“■">« c.olonnii 
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verticale du triangle arithmetique de Pascal, et le coefficient de 

Qm-n^a qjj (Jg 

est 

( 4 ) (»i)„= (/«),„_„ 

on, en vertu de la formule (7) du § I, 

.jv m{m — i). . .(w — /I -hi) m{m — i). . .(7^ -h i) 

On peut s’assurer que les fractions contenues dans les deux membres 
de la formule ( 5 ) sont egales en les reduisant au meme denomina- 
teur. 

Si Ton pose successivement 

m = 2 , m = 3, 771 = 777 = 5, . . . , 

on trouvera, en prenant pour coefficients les divers termes des co- 
lonnes verticales du triangle arithmetique, 

{x-^aY'=x^-\-2ax -ha% 

(j? -ha)®=^^-h 3aa?®-h ia^x -h«®> 

{x-\-aY=x^-\-’^ax^-^ 6a®^2-h ka^x -^a% 

(j? -h 5a^*-h ioa®^®-h -h a\ 


Lorsque dans la formule (2) on pose a = i, elle donne 

(6) ‘ {x -h i)'"= . .-h i. 

Si Ton fait de plus a; = i , on trouvera 

(7) 2'»=n-(OT)i+(/re)2 4-...-f-(ztt)8+(7re)i4-i. 

Done les divers coefficients, dont le nombre est m-t-i, fournissent 
une somme 6gale k 2'". Lorsque m est un nombre premier, tons les 
termes de la suite contenue dans le second membre de la formule (7) 
sont, k I’exception du premier et du dernier, des multiples de m. Done 
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alors 2™ divise par m donne 2 pour reste. Dans le memo cas, n ctant 

un nombre enlier quelconque, 

divise par m donne, en vertu de la formule (G), Ic memo resto quo 
+ 1, etpar suite 

(/i + i)™— 

donne le mSme reste quo 

n™ — rt. 

Done 2'"— 2 etant divisible par m, on pourra on dire aulant do 3 "*— G, 
puis do 4 ”' — 4 » • • •» et goneralemonl do 

/i"' ~ /t = — i). 

Done, si n n’est pas divisible par lo nombre premier /«, Tf‘~' divise 
par m donnera I’unito pour reste, co qui constituc le theor('‘me de 
Fermat surlcs nombres premiers. 

Lorsquo dans I’equation (i) on rcmplace a, b, c, ... par - «, — 

— <7, on on tire 

(8) {s — a) {x — b) (a — 0 ) ... = a!"' 4- Ai «"*“*-(- A„„ 

Ics valours do A,, Aj, .... A,„ otant 

I A, — (rt! -j- // 4- C ■+■ . . . ). 

As «b + 4- . . . 4- b<; 



§ HI. — Des variabks et ties /onctions en f'dniral, el, en parU'eiilier, dex 
fonctions eniiirex cl'une scale variable. Helations qui eacisienl entre lex 
ooefficienis des puissances enliires et positives d'un bindme. 

On nommo quantity variable cello quo Ton considttro comme dovaiit 
recevoir successivemont plusieurs valours difT^rentos les unos des 
autres. On appelle, au contraire, quantity constants toute quantity qui 



RESUMES ANALYTIQUES. 1 

rcQoit une valeur fixe et d^terminee. Lorsque les valeurs successive 
ment attribuees k une m^me variable s’approchent indefiniment d’um 
valeur fixe, de manifere a finir par en diff^rer aussi pen que I’oi 
voudra, cette derniere est appel^e la Umite de toutes les autres.'Ainsi 
par cxemple, la surface du cercle est la limite vers laquelle conver 
gent les surfaces des polygenes reguliers inscrits, tandis que b 
nombre de leurs c6tes croit de plus on plus, etc. 

Lorsque les valeurs num6riques successives d’une meme variabh 
(lecroissent indefiniment, de maniere a s’abaisser au-dessous de toui 
nombre donn6, cette variable devient ce qu’on nomme un infinbneni 
petit, ou une quantity, infiniment petite. Une variable de cette esp^fce a 
zhvQ pour limite. 

Lorsque les valours num6riques successives d’une memo variable 
croissent de plus en plus, de manibre b s’elever au-dessus de tout 
nombre donn6, on dit que cette variable a pour limite Yinfini positif, 
indique par le signe qc, s’il s’agit d’une variable positive, et Vinfini 
tdgatif, indiqub par la notation — », s’il s’agit d’une variable nega- 
tive. 

Lorsque des quantitbs variables sent tellemcnt libos ontre dies que, 
la valeur de I’une d’ellcs 6tant donnbe, on puisse on conclurc les va- 
le.urs de toutes les autres, on concoit d’ordinaire ces diverses quan- 
tiles exprimbes au moyen de I’une d’entre dies, qui prend alors le 
nom de mriahle indipmdante, et les autres quanlitbs, exprimbes au 
moyen do la variable indbpendante, sont ec qu’on appelle des /onc- 
lions dc cette variable. 

Lorsque des quantitbs variables sont tellemOnt libes entre elles que, 
les valeurs de quolques-unes d’entre elles 6tant donnbes, on puisse en 
conclure les valeurs de toutes les autres, on conooit ces diverses quan- 
tit^s oxprim6es au moyen do plusieurs d’entre elles, qui prennent 
alors le nom de variables inddpendanies, et les quantitOs restantes, 
fi^xpHna^es au moyen des variables indbpendantes , sont ce qu’on 
iAppelle variables. ' 

dlytoges I’Algbbro. et Itt Trigono- 
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inetrie, lorsqu’elles rcnfement des variables considerecs commc ia- 
d^pendantes, sonl autanl de fonctions de ces memes variabl(*s. Ainsi, 
par excmple, 

a<c^ L.3'% . . . 

sent des fonctions de la variable x‘, 

sont des fonctions des varijiblcs x, y ou x, y et s 

Lorsque des fonctions d’une ou de plnsicurs variables se (rouvent, 
(“omme dans los exemples precedents, immediatement (^xpritnees an 
inoycn de ces in(nne 8 variables, <dl(is sont nonmxu's fonciionx r.vp/i- 
Mais, lorsqu’on donne seuleinenl les relations entre b's fonelions 
et les variables, c’est-a-dire b^s ('jquations auxquelles ees (pianltles 
doivent satisfaire, taut quo ces Aquations ne sont pas rAsoIues al}?e- 
briqueinent, les fonctions, n’etant pas exprinxu's iinine<lial(unent an 
inoyen des vapiabl(?s, sont appolees fomuiom implmfes. Pour les rendre 
explicites, il sudit de resoudre, lorsque eela se peui, les e<jua(ions qiti 
les determinent. Par exemple, soit.y utu* fonetion iinpli<'i(e <le .t- de- 
termliK'io par requation 

L.V'- -f. 

Si I’on noimne A la base du sysleme de logarillunes (jue 1*011 eoiisi- 
d(>re, la mAine fonetion devenue explie.ile par la resolution de I’equa- 
tion donnAe sera 

y A"*’. 

Suit maintenant j line function du .r, qui, pour chaque valeur de .r 
intcrmAdiaire entre deux limitcs donnues, admotte eonstaninient une 
valeur unique ot finic. 1m /omiion y sera continue par rappnrl a ./• 
entre les limites donnies, si entre ces Kmites un accroissement infinimmi 
petit de fa mriable x produil toujours un accroissement injiniment petit 
de la fonetion elle-mime. On dit encore que la fonetion y eat, dans le 
voisinage d’une valeur particulibro attribudo & la variable x, fonetion 
continue do cotto variablot toutes les fois qu’olle est continue entre 
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deuxlimites de x, meme tres rapprochees, qui renferment la valeui- 
dont il s’agil. 

Enfin, lorsqu'une fonction cesse d’etre continue dans le voisinage 
d’une valeur particulifere de la variable x, on dit qu’elle devient alors 
disconiinne, et qu’il y a, pour cette valeur particuliere, solution de con- 
tinuitd. 

D’apres ces definitions, A etant un nombre et a une quantity con- 
stante, chacune dcs fonctions 

a+j:-, a — x, ax, A-*, Lx 

sera continue dans le voisinage d'une valeur finie attribuee a la va- 
riable X, si cette valour se trouve comprise, pour los fonctions 

a + .r, a — x, ax, A-^, 

ontre los limites x = -- ac, a; -- »; pour la fonction 

a 

X 

entre los limites as = — 00, as = o, ou bien entre les limites a? = o, 
as = 3 o; onfin, pour les fonctions 

.r'*, La:, 

entre. los limites as = o, x = tc. La fonction - devient discontinue 

X 

pour X ~ o. 

II somble qu’on devrait noram&r fonctions algSbriques toutes cellos 
quo fournissent les operations de I’AIgfebre. Mais on a reserve particu- 
li^sremcnt co nom b celles quo Ton forme en n’omployant quo les pre- 
mieres operations alg^briques, savoir I’addition et la soustraction, la 
multiplication ot la division, onfin I’el^vation b des puissances fixes; 
et, dfes qu’unc fonction renferme des exposants variables ou des loga- 
ritbmes, olle prend le nom de fonction exponentielle ou logarithmigue, 
Les fonctions que Ton nomme algihriqws se divisent on fonctions 
rationruUfis ot functions rationnolles sont 
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cclles dans lesquelles la variable ne sc trnuve 61ov<ic qu’a (l((s piiis- 
sances cnti6res. On appclle, en parliculior, foncikm mlUre (,ou(. pcly- 
norac qui ne renferme quo dos puissances ontieros do, la variablis o( 
fonction fractioniuure ou fraction rationneUe In quotient do (l(‘ux S(un- 
blables polyuomes. Le degro d’une fonction ontiiiro ost rexposani <le 
la plus haute puissance do x dans cctlo meine fonction. lai fonction 
entierc du premier degre s’appelle aussi fonction lindaire, pai‘c,(t quo 
dans I’application ii la Gcomotrio on s’on sort |)our r<q)rcsontor I’or- 
donneo d’unc ligno droito. Tout(( fonction ontiiiro ou friictioiuiaii’o ost 
par cola memo rationnello, ot touto antro ospiico do fonctioiis algo- 
briquos ost irrationnollo. 

Los definitions precodontos otant admisos, considcrons uno fonction 
ontibro do x du dogro m, c’ost-iHliro un polyndmo d(‘ la forino 


(0 


P = Jr A, -0 . . . -h Am- i -f* A„ 


Si, dans co polyndnui, on pose ,r--« -t- o. il so cliaiigora on uno Innc- 
tion ontibre do s, do sorto qti’on aura, <iuol (|uo soil s, 


AovC"' + A,ir"' ‘ I'A,.*'" ’-I-... 1- Am.., Am 
rr;(:„5"' ■' Cm-|5 ' I- 11,,,. 


ot, par consequent, quel quo soitx, 


(•0 


A(ii,c"'4' Ai.r'""'+ Ai.r"'"*-t-, . .-I- Am- i-c-l- Am 


le coelficioftt Co dtant precisbrnont bgal ii Aj. Done tout poIynAino or- 
donnb suivantles puissances descondantes ot entibres do x pout (Hre 
transformb on un autre polyndme ordonnb suivant les puissances 
descendantes ot cutibres de a? - a. 

Lorsque le polyndmo (i) est algbbrlquomont divisible par an fectour 
du premier degrb et de la forme « - a, e’est-Mire loraqu’on a 

P ^ ApflJ® ... *(• Kintm\X "f* Am ~ (a? 0. 

Q dbsignant une noavelld fonctioti entiire du degrd m i, ii eat eUir 
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que ce polynome s'6vanouit pour x — a', en d’autres termes, a?= a est 
une racine de Tequatioii 

( 3 ) Ao j;'" H- Ai + . . . + A,„_i j? -f- A,„ = o. 

Reciproquement, lorsque a est une racine de I’equation (3), C,„ se 
reduit neccssairement a zero dans le second membre de la formule ( 2 ), 
et cettc formule donne 

( AoJ7™+ Ai + . . . + + Aflj 

(4) 

! = (j? — a) [Co (a: — +• C, (ar — , . . + C,„_,] ; 

done alors le polynome (i) est divisible par j; — a, ou est de la forme 

(5) P=r(ar-a)Q. 

Si b dcsigno unc seconde racine de I’equation (3), b etant diflerent 
do a, alors on posant x = bon fera evanouir le produit P = (a? — a)Q 
ot par consequent le polyndme Q, puisque a* — a ne s'dvanouira pas 
pour x=r- b. On aura done encore 

Q = (ar~6)U 

ct, par suite, 

P = (a; — a) {x — b) R 

R ddsignant un polynome du degrd m — 2 . En continuant ainsi, on 
prouvera quo, si Teguation (3) admel /» racines dislinctos 

a, c, ...» 

le polyndme P sera le produit des facteurs 

par une fonction entifere du degrd zdro, e’est-k-dire par un coefficient 
constant qui ne pourra diffdrer de A# ; en sorte qu’on aura 
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Done alors Tequation ( 3 ) pourra etre presentee sous la forme 

( 7 ) Aq{j[‘ — a) {x — h) (.(■ — c) . . . — 0. 

Le premier membre do I’equation (7 ) ne pouvant s’evaiiouir qii avee 
I’un des factcurs 

li? (7f hf tXi c% • • • » 

il en resiilto que Tequation ( 3 ) 4 lu degre m ne saurait admetlre plus 
de m racines disti notes. 

Soil maintenant 

(8) 4- »!./•"' -'H ...4- I n«, 

urns nouvellc Ibnction entU'sre de .r d’un degre ou egal ou iiiferie.ur 
a m, B, pouvant 6tre nul. Si cclte uouvelle Ibnetion deviejit egale ii la 
premifere pour plus de/w. valours distinctes do .r, on aura ueeessaire- 
ment 

H{r"'Ao, Hi’ A|, ...i H,h A/),. 

Car, dans le cas contraire, la diflereneo enlro les Ibuelious ( 1 ) el (8 ) 
se reduisant ii zero, pour plus de m valours distinetes de .r, Tequaliou 

(A„ Hobxr"' 4-(A, -B, )./•'« '•) ... I A,„ , B«, 1 <. 

serait une equation du degre m qui adrnettrail plus d(‘ m raeines, ee 
qui eslabsurde. Ou pent done enoneer la proposition suivante : 

TibioRftME I. - Sidfiujii fonrtions la mriuhle ,r deviennent 

egalcs pour im nornhir dv valrurs dr retie mriahtr suprrirttr tut drgH dr 
rhacunr dr res fonctions, lejt roeffieients des puissanrrs semhlables dr u* 
srront les mfimes dans Irs deux fonrtions dont il s'agit, 

On en d^duit commo corollairos ees aulres th6orbmes : 

TtitORfiNE II. — Dans deux fonctions entiires de x, les coej^ieients des 
puissances seirdtlables de x sont les niines, lorsque res deux fomtions 
sont egaks, quel que sqit x, 

Th^orEhe III. ~ Dans deux fonctions entidres de x, les eoeffidenls des 
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puissances semblahles de x sent les mimes, lorsque ces fonctions deviennent 
dgales pour toutes les valeurs entiires de la variable x ou mime pour toutes 
les valeurs entiires qui surpassent une limite donnie. 

TnfiORfeME IV. — Dans deux fonctions entiires de plusieurs variables x, 

y, z, les coefficients des produits des puissances semblahles de x, y, 

z, ... sont les mimes, lorsque ces fonctions deviennent i gales pour des 
valeurs quelconques des r>ariables. 

TirtoRi<a»iE V. — Si deux fonctions entiires de plusieurs variables x, y, 
z, ... deviennent igales pour des valeurs entiires quelconques de x, y, 
z, ... ou mime pour toutes les valeurs entiires qui surpassent des limiles 
donnies, les produits des puissances semblahles de x, y, z, ... offnronl 
les mimes coefficients dans ces deux fonctions qui, par suite, seront iden- 
tiquement igales, quelles que soienl les valeurs attnbuies ax, y, z, .... 

Pour montrer une application de cos theoretnes, multiplions Tune 
par I’aulrc los deux fonctions entieres 

(I -H x>)*= I + (A:)ia: + . .-I- + 

(I 4-®)' = i 4- + ' • •+ ( 0/-1 -H®'. 

Jt, I etant deux nombres entiers quelconques. On trouvera pour pro- 
duit, on faisant, pour abr4ger, k + l — n, 

(g) (i -I- j;)*= 1 + Aiir-4- Aid;*4-. . .-I- An-iaJ''"‘ + aj'*, 

Ic coolficiont de x"‘ 6 tant, dans le second membre de la formule ( 9 ), 
( 10 ) Am= (*)/«-+- + - ••+(*)! (0w-tH-(0«r 
D’ailleurs on aura encore 

(u) (! + «)"=: I 4- • •+ 

le coefficient de <»“. dans le second membre de la formule (i i), 6 tant 
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et, puisque, en verlu du Ih^orfemc II, Ics coefticienls do dans l(is 
seconds membres des formules (9) ct (ii) dovront elre ej^anx enlfo 
eux, on aura neccssaircmont 

(la ) (/f + 0«( — (^")/n + 1 ( Ot ■+■•••■+■ (^’)l ( 0»<-I “t" ( 0/«* 


on, CO qni roviont au memo, 


1 ) (k + I — 0 - / — ni -¥• f) 

I . , m 





k{k -I'l... (/,•■• w 4 a) / 
I .a. . .m I .a. . .(/« - 1 ) 1 

k{k-i)y .{k- -/w -f :i) •} 

— a) I. a 

+ 

k(k-~i) i( f: -j> ^ - W..M- ) 

I . a t .‘A... \m — a ) 

^ — i). , w 4 - a) I id 1). ..(/■/« I 1 ) 
"* 7 1 . a . . . ( w< I ) I . a . . . 


Kiilin, ectfo dornioro formulo, devani suliHislor (xmr toiilos los valours 
o.nU(‘Pos do ot do / qui surpassotil. lo nornbro w, ooutinuora d<' suh- 
siatop, on vortu du (.hoor(>tno V, quand on y romplaoora los inunbros 
ontiors^, / par dcs quantitos quolconquos .r, y. On aura «lono, qiiols 
quo HoionI x 0I7, 


04 ) 


{,o4-.r)(.aj'-i-.r — i)..,(j!-4-,y ■/« i-i) 

I . a . . . m 

_ — I). . ,(.T - ffl. -4- 1) - 1 ). . . (.r -m ■+■ a) y 

I .a. . .(w ~ 1 ”) I 

— I). . .(a:— m -f- 3) ,y{,i|^-i) 

I .a. . .(m -a) ” i.a " 


«.a i.a. . .(m— • a) ' 

. 4. 2 + I). •■(.y -»* ->•») . 

I {.»...(/» — <} i.a...m 


Si, dans la formule (t4), dn famplace jp par —x^iy par ou 
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bien encore y par — j, sans remplacer en meme temps x par — x, on 
obtiendra les suivantes : 


(i5) 




1 . 2 . . . 

ip(a?4-i)...(a?H-7n — i) 


4- 1). . .(a? -H m — 2) y 


1.2. . ,m 1,2. , — I 

-i- i), , .(.V -h m — 3) j(.7 + i) 

1.2. . .(m — 2) 1.2 

y(,yH--i)...(y--h/n — 3) 

1.2 I .2. . .(tW — 2) 

£ .y(.y + T)...(y4-m — 2 ) ^ y(y -m). . .(y + m — ij 
I 1 , 2 . . .(m — i) i. 2 ,..m 


(i6) 


/ (>37 — .y) (a? — y — “ i). . .(a? 7 -- m H- 0 

1 .2. . .m 

— y)...(a? — m~hi) ^(a?— -i). ..(a? — m + 2) j 

1 . 2 . . . /?l I . 2 . . . ( /?4 — I ) t 

^ a?(a? — — mH-3) + i) 

I .2, . .(m — 2) 1.2 

^ a>(a? — t) y(y-n)...(y4-m--3) 

1.2 1.2. ..(w — 2) 

_ £ .y (7 + 1 ). ■ ^ 2 ) ^ .y(r + 0 . > ■ (j + /y^ — i) 

I 1 . 2 . ,.(7n — i) 1 . 2 . ,.m 


Si maintcnant on pose, dans la formule (i6), x = m, elle donnera 


\ — my H- 


m(m — t) y{y-^i) _ 


X .2 


1.2 


m(m--x) .y(.y 4- i) - * .( 7 -H m "" 3) 


(*7) 


1.2 


r.2. ..(m— 2) 


q: 771 


.y(7"i-x). ..(,y 4■7y^ — 2) . .y(.y-l-i)..>(,y + m — t) 


i.2...(m — X) 

y) . 

1.2. ..m ’ 


1 , 2 . . . m 


puis on conclura de cette dernifere : on prenant pour y un nombre 


S.n, t.X* 
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2G 

entier n qui fasse partie de la suite i, 2 , 3, . . . , m, 

I p 2 

±; (/H- ?« — 3 ) „,_j q: m (/n- m — 3),„_i ± ( n 4- /« — t ) m= o. 



ou, cc qui revient au mfime, 


( 1 - m(«)„-i+ (n + i)»-i — • ■ • 

('9) 

I dx — — ^ (/Id- wi — 3 ),,_i Ip m {n -hni — 3 )n— t di (w + /w — 1 )« -1 ” <• ; 

\ _ 1 • 2 

2 ° en posanty = 02 + t, 


(ao) 


I — m{m +• i),h4- - ---{»» -p 3);„~- . . . 

1 « A 

~ r! a " " ~ ® ^ ^ ® •' '• ' • 


§ IV. — Risolutions de piusiewrs dqmtiom simultandes dtt premier degnL 

Soiont dontuifts entro, n inconnucs 

X, y, s, (t, (■ 

n Equations du premier dogre de la forme 

I aoX -h-fhy d-C»5 d-...4 A'o« I /<»<’ ■* X'o, 

«jJ? H-Ai7 4-C|3 4-... I ffilt ■(•/<»(' ■" X't, 

fljjaj 4- ■'l“C|5 + 4' All’ ~ Af, 

1 * ».• I * 

«fl-i * + -t- Cfl-ta 4> . . . 4- git-i I* + fin-t *' = Aa»i, 

« • • • > • • • » It • • "t ^0t Aj, • • • t ^A-l fit ^(It /f'l* « • . t 

A,,-, Atant des quantiteis quolconquos. Si Ton combine entro olios, par 
voio d’addition, les formulos (i) respoctivement raultiplUms par los 
factcurs 


( 9 ) 


^A^lt Aa*.!, A|, Ao, 



on en conclura 
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et, par suite, 
( 3 ) 


Pa? = X 


X — 


X 

P’ 


pourvu que, apres avoir choisi ces facteurs de manifere a verifier les 
conditions 

I Ao t>n—i H- Ai -h . . . 4- A„_j bi 4- An_i = 0» 

AoC«-i 4- 4-. . .4- Afl-jCi 4- An_jCo = o, 

Ao5'»-i + Ai^„_j4-. . .4- A„_j^i4- A„_,^o = 0> 

■^o^n-i + Aj 4- — 4- A„_jAi 4- Ab_i/io = 0, 

on pose 

( ^) AqAb— 1 4- AiUa—i 4- ... 4- An—jOti 4- A^— lOo — P 

et 

» 

(®) Ao Ab— 1 4- Ai^b-s 4-. . . 4- Ab— s Aj 4- Ab-1 ^0 = X. 

Gonsid^rons en particulier le cas oil les Equations (i) deviendraient 


X ■+■ y 

4* 5 

4-., 

. .4- u 

4- (’ 


ax 4 -iy 

-h OZ 

4-., 

,.4-g-« 

4- Af 

= A, 

a^x + 6*7 

4- C*S 

4- . . 


■+■ h^9 


-h S'*""* 


.S4-. . 

..4-^-1 

u 4- A""* 

t> = 


c’est-a-diro le cas oil les divers coefficients de chaque inconnue 
soraient, ainsi que les seconds membrcs des Equations donn6es, les 
diff6rcnts termcs d’uno progression geom6trique, lo premier terme 
do chaque progression 6tant I’unite. Dans ce cas particulier, les con- 
ditions (4)> r^duites aux suivantes 

I Ao A"-* 4- Ai fi"-* 4- . . . 4- A„^, 6 4- Afc_, = 0, 

■AtQ A J • “4* 0 **4* J Oy 


Ao^"*-‘ -h A, j-"-* 4- ... 4- A„«,^ 4- A„_1 := 0, 
Ao A® ^ 4“' Aji 4" ... 4" Ab"*s a 4“ Ab~.i Of 


( 8 ) 
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exprimeront seulement que 

b, c, g, k 


sont racines do I’equation 

(9) Aoa!"“‘ + Ai «'*-*•+-. . .4- A„_s.« + /V„_, = o. 

Elies seront done satisfaites, si Ton determine los fac.t(*,urs 


Afl? Aif •••f A/f^l 

de maniferc quo Ton ait, quel quo soit.r;. 


Aj.®""’-!-. . . 4- An s-r 4- A„ . , 

= Ao{a}— h) {a — c)...{x-~g) (x — h ), 


c’cst-Si-dire si, 


aprfts avoir clioisi arbitral roment la valour d(‘ yV«, 


proud 

(>>) 


Aj =— Ao(^>4-«3-H...-»-A'-I-/0, 

A, Ao ( />C 4- . . . 4- hg h/i 4- . . . -H g/i ), 

• • 

A„_, = ±A„Ac.,.a'-A. 


on 


Alors los equations (5), (6) donnoroul 


(la)' l‘ : - Ao(rt“- i)) (rt (;)... {n — g){tr-~ /i), 

(I'i) X. Ac ( A' — A) (/■ — c) . . . (/i' - 

et par suite la formule (3) doviondra 


(« 4 ) 


j,.. v.:i A' ) ( A- - A ) ^ 

frt - *)'(■« ~T)7.''la~^g) (a ~li) ‘ 

On trouvora de m6me 

V ~ — c)...( k — g) ( k • - A ) 

^ ( A - «) ( r-- c) . . . at K A - A ) ’ 


„_ (k^a)(k^b)(k--e).,.(k-g ) 

\ tA— a) (A — A) (/i — c) . . . ( A — * 
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Ainsi> par exemple, les valeurs de x,y, s propres k resoudre les trois 
Equations 


| a?+ y -4- -5 =1, 
ax + by cz = k, 
a^x + b*y + c®5 = k' 


seront 


, g> {k—b){k — c) {k — c) {k — a) {k — a){k — b) 

{a — b){a — c)’ ^ {b — c){b — a)* ^ (c — a) {c — b) 


Dans les formules (i 4 ), le dknominateur de la fraction qui represente 
la valeur d’une inconnue est le produit de toutes les differences qu’on 
obticnt lorsque du coefficient de cette inconnue pris dans la seconde 
des equations (7) on retranche successivement les coefficients de 
toutes les autres inconnues. Pour trouver le numerateur de la meme 
fraction, il suffit de substituer dans le denominateur la lettre k au 
coefficient de I’inconnue que Ton considbre. 

Si Ton veut reduire au noeme denominateur les fractions qui repre- 
sentent les valeurs des diverses inconnues, on pourra prendre evidem- 
ment pour denominateur commun le produit des bindmes 

(17) b — a; c — a, c — b; h — a^ k — b, h — g] 


e’est-k-dire lo produit de toutes les differences qu’on obtient quand, 
aprbs avoir dispose les lettrcs 

Of b, Cy g, h 

dans un ordro quolconque, par exemple dans I’ordre alphabetique, 
on retranche successivement de chaquo lettre toutes cellos qui la 
precedent. Effectivoment, si Ton choisit Aj de manifere que la for- 
mulo (12) 80 reduisc k 

(18) P = (d-«)(c~«)(c- 6 )...(d-a)(A- 5 )...(A-^), 

les equations (i 4 ) pourront s’ecrire comme il suit 


X 


Y 


V 
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les quantites X, Y, . . . , V etant ce que devient lo produit P quand on 
y rcmplace successivement par la Icttrc k chacunc dcs Icttrcs h. 

Le produit P, determine par I’equation (i8), jouit d’uno propriete 
digne dc rcmarque, k I’aide do laqucllc on pout etablir dircclcnicnl 
les formules (tg). G’ost qu’il so change toujours on — P quand on 
^change entre dies deux quolconques dcs Icllrcs 

a, b, c, s, h. 

Alors, on dfet, Ic binOmo qui renfermo les deux lo.ttres echange(‘s 
entre dies changcra cvidomra(nit do signe; et, do plus, le produil 
(les deux bin()mcs qui rcnlcrmcnt ces deux leUresavee une troisi(*tne, 
so e-onfondanl n<icossaircment, soil aver. le produit des dillewuiees 
(ju’on obtiont quand on retrane.Ue la troisieme bdlre d('s (b'ux pre- 
mii'rcs, soitaveo ce dernier produit pris en signe e.ontraire, ne ehan- 
gera ni dc valour ni do signe aprf'.s I’cchange dent il s’agi(. Ajoulcuis 
quo, si Ton (hivdoppe le produit P, en rnultipliant les uns par les 
aulres les binftmes (17), lo dcvdoppeinent ainsi obhuiu se eomposera 
do div((rs produits parlicls affoctes les uns du signe +, les aulres du 
signe — , et dans diacun dcsquels la souune des exposanis des lellres 

b, c b 

sera (iquivalenle au noinbre dcs biiu^mes (17 ), e'est-a-dire It 
(^>0) ,.Ha + 3 e... i-Crt-O 

be premier do cos produits partids, forme par la multiplication des 
premiers termos des divers hiiu)tnes, se reduira simplonienl ii 

(ai) 

Si Ton suppose on particulier /i =; 2, on trouvera 

ou, ce qui revient au mSme, 

(M) P = 
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Si Ton suppose, au contraire, /i = 3 , on aura 

(28) P = a-b^c^ — db^c^. 

Done alors, dans chacun des produits partiels que renfermera le deve- 
loppement de P, les exposants des lettres a, b oua, b, c seront respec- 
tivoment egaux aux deux ou trois premiers termes de la suite des 
nombres naturels 

(24) O, I, 2, 3, 

et tons ces produits partiels se deduiront les uns des autres par des 
cchanges op6res entre les exposants dont il s’agit. Or on pent affirmer 
qu’il en sera g^neralement ainsi, et que lous les produits partiels dont 
se coraposera le developpement de P seront semblables au pro- 
duit (21) et se deduiront do cclui-ci par de simples ^changes operes 
entre les indices 

Oj 1 J 2j • » m f fh 2^ Ti I • 

Eficctivemont, soit 

(25) ai‘bic^...g^h^ 

I’un quclconque des produits partiels, de ceux, par cxemple, qui sont 
affectes du signe +, en sorte qu’on ait 

(26) E> = aP6^c^..5■*/^'^-.. .. 

On tirera do la formule (26), en ^changeant entre elles les deux lettres 
a et h, 

— P = a? 6Pc^ . . . . . , 

OU, CO qui rovient au m6me, 

(27) P=-.a?6ec^.,5-*A‘— .... 

Done le developpement de P ne pout renfermcr un terme affecte du 
signe ■+■ et de la forme 

sans renfermer en m6me temps un terme affects du signe - et de la 
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forme 

— a^bPe’’. . . g^h\ 

e’esL-k-dire un second lermc qui sc deduiso du premier par uii 
ecliange opere entrcles exposants dcs deux lettres a, h, mais qui soil, 
affecle d’un signe contraire. On arriverait encore k une conclusion 
toulc semblable si Ic premier tormo etait Tun do ceux qui sont a(re(;(.es 
du signe — . Done les differents termos contenus dans le devoloppc- 
ment de P, elant reunis deux k deux, produiront des expressions de la 
forme 

en sortc qu’on aura 

(ay) P =--• {ai>b'f— a^bP)c'^. . . . 

Or le bindmo ( 38 ) s’dvanouit tontes les fois que les <(X[)osanls p, t/ 
doviennont egaux. II (ui resuUe qu’oti verra disparaltre, datis !<> <1<W<<- 
loppcment do P, lous les termos oil deux lettres diversi's a, h si'raimit 
oloveos kla memo puissance. Done, si le produit (uf)) i*st un de eeux 
((ui no disparaissont pas, les exposants 

/;, < 7 , /•, ,% I 

<les diirerentes lettres y seront tons distinets les uns des aulres; el, 
conune I’lixposant de ehaque lettre ne poiirra surpass<*r le noinbre de 
e.elles dcs diirerences 

b f/, c * "* A, e b^ . . • , b ““ ft ^ A A, * . ■ , A ■'** 
qui la renfermeni, e’est-k-dire le nomhn* /i — i, les exposants 

P* • • • * i 

ne pourront 6tro 6videmmont quo los nombros 

Oj I y tHy t • « y ft I It 

Done, on definitive, dans le ddveloppemont do la fonciion 
(3o) P 5 sa*A*e*...f»-*A»-* — 
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(ous les termes se deduiront du premier par des echanges opertis entre 
les exposants des difF6rentes lettres, et deux termes, dont I’un se 
deduira do I’autrc par un seul echange opere entre deux exposants, 
seront toujours affectes de signes contraires. 

Si Ton eleve les quantites 

a, b, c, ff, h 

a des puissances dont les degres soient respectivement egaux aux 
nombres 

o, 1 , 2 , . . . , n — 2, n — I 

ranges dans un ordre quolconque, le produit de ces puissances sera 
toujours I’un des termes affectes du signe -+- ou du signc — dans le 
second membre de la formule (3o). En elFet, pour deduire ce produit 
du premier lerme 

il suflfira d’operer dess echanges successUs : entre I’exposant o ct 

celui que portera la lettro a dans le nouveau produit; 2 ° entre I'expo- 
sanl I et celui que portera la lettre b dans le nouveau produit, etc. 
Cela pos6, repr^sentons par la notation 

(31) S(± a'A’c® . . j 

la somme qu’on oblieat quand, au produit 

pris uvec le signe -h, on ajoutc tons ceux qu’on pent en d6duire a 
I’aidn d’iichanges operas entre les exposants 

Oy m m 9 J fir y /I I y 

cliacun des nouveaux produits 6tant pris avec le signe -i- ou le signe -- , 
suivant qu’on le d6duit du premier k I’aide d’un nombre pair ou d’un 
nombro impair d’6chango8 succcssifs. On aura 

(32) P = S(± 

el les formules (21), qui fournissent les valours de x, y, s, e, 

OSurrttdtC, — S. U, t. X. , S 
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propres k verifier los equations (i), pourront s’ecriro. commo il suit ; 

1 S{±a«b^c‘^... A'"'- /<“"* ) ’ 

\ _ S (d-rt" /.•* c\.. A'" 

(33) 1 A'" -“A” 



Sf H^OAWrS.-.A'" 

’’ " ST± rt" h^c “- . . A'" A" ■’ ) ’ 

Con(!ovons"maiiit('iiaiit quo, dans le (ieveloppciucnt (!(' I\ on roni- 
placo los exposants <l(‘s diderenles lotln's a, h, c, .... a'. !> par d<'s 
indioes. Alors, au lieu dci r(!(|nation (nj)"), on ol)(i(nidi‘a la suivanlo : 

Or e(dtc dorniere valour do P ponrra olro presonloo sous la lormo 
(3i')) P . A(|rt«..| H- Ai«« j l’... !• A« \,i \n„, 

A», A,, .... A„ j,, A„ , 6('dnt dos sominos do produits I'ormos uvoo los 
ooollicients 

A|t» A], ■ • • I A„ . I, f.'i, A'li* A'li A^n II A, I, Aji A« t; 

el, oommo olio. s’ovauoUira, on vortu do ro<|ualion si Ton sup- 
pos(‘ 

flit ■ f)ii, (t[ At) •••♦ (fii i A„ |< 

on pout allinnop quo l<‘s quantitos 

Ant Alt •••) .'V/( It \ii It 

ronforuu'ios dans 17'quation (,.’15)t voritiopont la proiniiM’o dos <*o»di- 
tions (/j). On |»rouvorait do nu^mo qn(( los ([uanlilos j|on( ii a’a^il 
v6pifioront la douxii’nno, la troisic'-mo, oto., onlln la dornii'Po dos «‘on- 
ditions (/j). Done coa quanlittis pourront sorvir li IVdiminatioii dos 
ineonnuesy, «, u, v ontro los {H{uations (i)t ot in valour do <r sera 
<Ionn6e par la fortnulo (3)» pourvu qii’on dCdormiiio X par la for* 
mule (G), ou, ce qui rnvientau mdme, pourvu qu'on appetlo X oo quo 
devient Texpression (5) qaand on y remplaeo ia lettro a par la lettre k. 
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Done, en definitive, les valeurs des inconnues 

X, y, . . . , u, (>, 

propres k verifier les equations (i), seront des fractions, dont on 
obtiendra le commun denominateur P en remplagant les exposants 
des lettres a, b, c, . g, k par des indices dans le developpement 
du produit qui compose le second membre de I’dquation (i8). Quant 
au numerateur de chaque fraction, on le deduira immediatement du 
denominateur, en rcmplacanl les quantit^s qui, dans les equations (i), 
servant de coefficients a I’inconnue que Ton considfere, par les seconds 
membres de ccs memos equations. 

Si, pour plus de coramodite, on represenle par la notation 

(36) S(±aoiiC2. 

la somme qu’on obtient quand, au produit 

pris avee le signo +•, on ajouto tous coux qu’on peut en deduirc a 
I’aide d’6changos operas entre les indices 

o, I, ii, 3, n- 2 , n — if 

ehacun d(is nouveauxproduilsdtant pris avec le signe + ou le signe — , 
suivanl qn’on le d^duit du premier k I’aide d’un nombre pair ou d’un 
nombre impair d’echanges successifs; on aura 

(37) P =:S(±a,6iC,. 

(it les valours de x,y, s v, propres k vkrifier les 6quations (r), 

8(i pr(^senteronf sous la forme 

I X — S( ±Ao/^iCi... A,,-,) 

“■ S(iao6iC,. 

___ 8(±aoA'iCi...ff„-,A«-,) 

(38) ' A(±a^biCt...gn-iK-^' 
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Si, poup fixer Ics idees, on reduit les equations ( i ) a 


(3o) 

on trouvera 


I 4- <'o = /'ll, 

< iT,,r -h f>i}' ■+■ ^‘i - - - /' i. 
[ ffiX y H- f',3 ~ /i%, 


(/|o) ,r 


S (it Oa ^ ■+" ^'i A| (* 11^0 -I- /'a ^ 

Sltff|,ii(Ca) (hhit'i- -(tabiC-i 


On appivorait sill mfinKf rdsultal, t'li prps(‘nlanf la ppcMiiiere d('s (filia- 
tions (if)) sous la loPUK* 


( /) A ' ) ( r /' I ( r h) 

{h o ) I (■ f' ) ’ 


[mis dfivoloppant los dmix prodiiits 

{!) ■/.')((■ •/■)((* -f*), {!* t(){r o)(c //I, 


et re tnp lagan t dans li^s d(''V(‘lo|ip('in(*nl.s les exposants des leflres par 
des indi(ms. Sous oes e.ondi lions, la ropiniiii' (/(t) petti (dpe eensiu* 
loupnii* la valimr do la ppeiniJme des ineonntios (pie eenrepineiit les 
(((pialions f '}<)). f-i'tto valeiip (|ui, prise it la l(•(l^e, serail inexaiie (‘I 
in* pent dovenir exaele (|ue par suite des inodilitmlions ('>ninieees, (‘sl 
oe (|u'(>n noniine line e«(e«r de rineonniie doiil il s'ajjil, 

liV(((uation (/ji ), e.onsi(l('‘r(''(‘ sous ee point de vite, esi elle-m(’*ine line 
pquiUmi sywhaiif/uc. 

Cone.evons it pri'sont que /w i i inoonn ties, peppi'setili’ms par 




soient datorminiies par m +■ i 
fopmo 


( 19 ) 


(‘(jiialioiis du prtunier degre et de la 

•'I'll X|i, 

•'’(I '^1 ' ^11 

fJ”! e.r, A„ 


J”» 4- mat + 


tn{/n 


t.a 


-'--jpi-h.. . 


■e 4f, 


m 
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On tirera successivement de ces equations 

aSi— ki — A'n, — 2Aj-f-A'o, 

et generalement, si Ton d^signe par n un quelconque des nombres 
entiers renfermes entre les limites o, m, on obtiendra pour valour de 
x,i une fonction Iin6aire des quanlites 

^"s* •••> 

Soit on consequence 

(4^ ) *^/i — A(^ An -f- A| A'n— 1 "H AjA'n—a-f- . . - -H An— I A*i + An A’jj, 

Dans Ic cas particulier oil les quantites 
(44) A()j A|j A*2 i •••« A’yn 

se reduiront aux differents tormes d’une progression geometrique do 
la forme 


(45) 


A-«=:i, A, AS 


on aura simplcmont 

(4^* ) 'I'n ” Aj A'*-|- Ai A'""’ +■ A* A’'*~* -t- . . . + An— + An. 


IVautre part, il est clair quo, dans ce cas, 
lions ( 42 ) on posanl 

.r + I r ; A, X — k — 1 


Ot 


x„~x''=^{k -0", 


on verificra les equa- 


ou, CO qui revionl au memo, 

(47 ) ^'n A'" — /lA"-' 4- A”-’ — . . . rtA ± I . 


Les formulos (4i>)* (4?) dcvant s’accorder entre dies, il on resulte 
qu’on aura, quel quo soit k, 

{ A, A" 4- Ai A»-‘ 4- A, A»** 4- . . . 4- A„_ , A 4- An 

—■A* — ftA'*"* ■+• A“~* — . . . ::p «A I 

I, a 


( 48 ) 
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cl, par suite, 

(49') Ao = i, A| -• — n, Aj — --1 A„ i A„ :':i. 

Done la valcMir gencrale dc d^lormiiice par la formulc ('(O), s<'ra 

^ , / /i{n - 1 ) , ^ 1 . 

( ixO •*''// — - 1 'I j.' ' 0/-'2 ' ' * • . i" /i A'l J . A 

All rcsto, on peutarriver (lin'ctcmoni a roipiation (.)o) (mi comhinani 
cn(ro ('lies par voio d’addilion les n premieres des lormnles ( 'la ) res- 
peelivein(inl. rnnlliplicM'ss par les eoellieienls 

/i(n i) 

I , * — •» ‘ » r ' ' J r 


puis ayant ('(gard aux lormnles (ip) et (20) da ^ HI, on plu(('>l ii relies 
qu’on en (huluit ([uand on ('leliange enlre elles les lellres m e( //. Done, 
en <l(itinilive, les valeui's de 


propros it verifier I(‘h oqualions ( V-i"). soronf 


(iM) 



/‘ui 




A(n 



'■A A j 1 * A n t 



1 + 


m i tit t t 
I 


k ffi ) t * » ^ ftt^i * ' Ap 


Si, dans los formulos (>#2) ot (TJi), on rninplaoo KimultanenuMit Iw 
quantlt^s 




X'o, A'j, A, 


*^v 

par Ic 8 rapports 

«i «•» t 

n a* a*** a 
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on en conclura que les valours des inconnues 

^ 0 * ^23 • • •> ^my 


propres a verifier les equations 

/' ^0 = ^ 0 . • 

I “T~ ^ » 

(52) / a!j+ aaa;,+ ^a, 

i * * 

a® JJ,„_a + . . .:p x, ± a'"ar(,— A",,,, 

sont respoctivement 

•^0 ^ 

dJj ZZZ ICy ■ ’CIICq^ 

d?!2 = A's — 4- a® A'o, 

* 

= ^'m — 4 ^T""l — ^ ^ 2 — . . . ^ A\ ih A:o. 

I t 2 

Si I’on suppose, en particulior, a — — i, les formules (02) devien- 
dront 

(C Q A"q, 

— iff u /fj , 

a?2— 2 0?! 4-^0= ^*23 



"1 — . . . iTo — A*,/,, 

I » « 

ct Ton en lirera 





t37o "* A*03 
^Tj -- ATj 4- Ao> 

rr: ATj -h 2 A" I 4 " A'o^ 



= Ar„ -t- mkn-\ + . a 4- . . . 4 - mAj 4 - A"#. 

1 « 2 


( 53 ) 



R^iSUMfiS ANALYTIQUES. 




§ V. — Fnrmult'S d' inU‘r[)oli(Uon. 

V iaierpolciiion consisto ii d6tcrinint(r la valeui* (‘XiicUi oti appi'oc.lirc 
(I’une fonclion d’apr(Ns un certain nonihrc dc valcurs particulicn's siip- 
posecs connuo.s. 

Considcrons spocialcmcnt unc lanctioii cntii'rc u dc la varialtic ,v. 
D’apres cc ([iii a (‘.(c dit dans Ic. ^ HI, cdKc. ronc(i(tn sera (‘(unplid.cniciil 
dclcrniinco si ('lio (fst dn dc'jfrc m cl si Ton (mi connail in i - 1 vali'iirs 
pai‘(i<aili('r<‘s. Soi(Mit 

* * •» m -!♦ m 

c.cs m -H I valcurs parlii‘.nli(‘res c.orrcsponilanlcs aiix valcurs 

I* 

d(^ la variabh'. ,i;. Si I’un suppose d’ahord (pie les vab'urs parlieulieres 
<le u so reduisent toutes a zero, a rexe.eplioii d(‘ la pretniere //„, la 

ronc.lion a, d((van(, alors s’evanouir pour r .r,. pour ,v 

entln pour x .r„„ scira divisible par le produil 

[,r ./'j )...(./• .r,„i 

et sera, par e.onse(fueul, de. la Idrme 

w a\.f ./•,)(./• ./•, ,r„, I, 

a lie pouvaut eire ((u’uue (juaulile constanle. De plus, u devaiil se 
reduire a «„ pour .r .r,„ on on eoiiclura 


e(, par suite. 

»0i rt(n 

■ -e, I ( ./•„ 

.i.e„ f„, ) 

(I) 

(.e 

u «„ 

.r, W.r 

.I',,,! 

(./•o 

.r, ) ( 

•f’l ) . . . 1 J'u, 


De mfimo, si les valours particuliiVes (!<• « se reduisent loules it zero, 
St I’exception de la secondo on (rouveru 
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t]nfin, si dies se reduisent toutes a zero, a Texception de la der- 


ni^'re u™, on trouvera 


u — u„ 


( ^0 ) ( ) • • • ( ^/n — i ) 


En reunissant les diverses valeurs de u correspondaates aux diyerses 
hypotheses qu’on vient de faire, on obtiendra pour somme un poly- 
' nome on x du dogre m qui aura evidemment la propriete de se reduiro 
a «o poiir a? = a7o» a m, pour x = x„ .... aw™ pour x = Ce poly- 
nome sera done la valeur gen^rale de u qui resout la question pro- 
posee, en sorte que cotte valeur generale se trouvera determinee par 
la foi’mulc 


(«) 


— a*! ) (d; Xj) . . . (dg ^m) I 
( *^0 ) • . . ( ^0 ) 

^ {x Xq) (x ) , . . ^ 

{.X/H X(j) {X/it Xi) • . '{Xjg I ) 


qui cst la formule d’intorpolation do Lagrange. 

Eu vertu do la formule (r), si la function u du degre m doit s’^va- 
nouir pour Ics valours particuliferes 


I , 


Wl — ! 


do la variable a?, ot se reduire k I’unite pour x — m, on aura 


( 3 ) 


— i). , .(iP — /n -H i) 

itf ' ’ ■ ■ ■ '■ • 

^ . a . . . 

Lorsquo les valours particulieres de x represont^es par 

^ 0 , Sif *•-» 

so rfiduisont aux dlff6ronts termes de la suite 


0, dy 


m. 


alors, pour obtenir la valeur g^n^rale de u, il sufiit Evidemment de 


S. It. t. 5C. 



RESUMES ANALYTIQUES, 


supposer 


( 4 ) 


jc(aj — i) 


x{x — i), . .(;r — m + 0 




et de choisir les coefficients 


flfoj <Xi^ ...y dm 


de maniere a verifier les equations 


^0 *+" 


f m(wi — i) 

I CtQ •+■ ntCt\ ■+■ ^ *+• • • • ”4" m* 


Or on verifiiera ces derniSres (voir lo § IV) cn prcnanl 


fltj Kj “™ Woj 

flj =U,— 2«,+ Ko, 


/n(»i — i) . 

<*«! = «« — H -- ■ " /n,„_s -...:+• WJ«, ± rt„ 

I • « 


Done la valeur gen^rale do u sera 


u = Ut+ {Ml — Mo)j: + («j— a «t + «o) 


j(g — l) 




. ni(m-i).. , ^ la:(.p-i)...(,r-w (-1 


Si Ton suppose en particulier 


U’SZX^, 


on aura 


(8) «,=so, «is=i, ajssa"*, ..., ««_,=» (m-i)*, u^rzn"^, 
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etles formules (6), (7) donneronl 


kZ 


(9) 


^0 — 

«1 =1, 

ATg = 2 "*— 2 , 

flj =3'"— 3.2"*+ 3, 


0) 


«;«-l= — l)"*— (»* — l) (™ — 2)"* + . . .± (ffl — l), 

am = ni’’‘ — m{m — 1)"*+ („i _2)m_ . . . q: m, 

j;"'=za; + (2"*— + (3'"— 3.2'" + 3) — — _ ^ 

+ [;«'"- m (;n - 1)"« + (,«_ 2)"'- ... q: m] 

D’aulre part, comme, danslc eas dont il s’agit, on aura, quel que soit®, 

x{x — i) 


ir'“ = ao + a,® + a,: 


(-0 

on en conclura 


1.2 


, _ — i). . ..(j 3 — m + 2) a?(a; — i). . .(x — »i + 1) 

-r >- 


I.2...<W-1) + ■ 


1,2, , .m 


1.2. . , m 


= 1, 


^2=1 -_[n-2+... + (/»-i)]—f2_ 

I,2...(to — l) '■ '■ 1.2... 


m 


ou, CO qui revient au meme, 

— 1.2.3. . . IW, 

(12) |aOT-i = i.2...(/n — i)[i + 2+... + (m — i )3 = t.2...(OT — 


On aura done encore 


lOT"*— m(»i — 1)"*+ — ^ (m — 2 )"*— . . .±/?i = i. 2.3. . .m, 


1.2 


03 ) 


(m— i)"*— (m--i)(m— a)**+...q;(OT— i)=i. 2 . 3 . ..(OT--i) 2 !t( 5 i — ll, 


9 
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ct la formula (lo) pourra etre reduite a 


(i 4 ) < 


i = — i). . . (.r — m 4 - 1) + — i) . . . (j! — + a) + . . • 


«>/« _4_- 1 nffl—l T 

- — i) (.r — 2) H — i) + ./■. 


1.2 


Si, dans cette dernifere, on change x on — x, cllc donnera 


(i 5 ) 


[ 


x"‘= + 1) . . .(a? +- m — i) — + 1) . . . (j; 4 - /» — a )4 . . . 

2 /M — 1 ^ o'” -U T 0'”“^ T 

± x{x + ^) (.r 4- a) qi j .r{.r 4- 1) d: ./•. 


(jorsque m est dc la forme 


p-\. 


p designant un nombre premier impair, la premiere des equalions ( 1 .'1 ) 
so reduit a 

(t 6 ) 1.2.3. . .to = »i"‘— ot(to — 1)''‘+ ^ (wi — a)'" — . . . — in; 

el, commc alors, on verlu du Ihcoii'mo do F(M‘mat sur les nombres 
premiers, les puissances 


TO'", (to •— j)'", (to — 2 


divisecs par p donnoronl Tunite pour reslo, il osl (dair quo le second 
membro do I’oqiialion (rG), diviso par /?, foiirnira hi nu'me reste que 
la sommo. 


■ TO 


TO (to — l) 


t.2 


•TO -.(i •“ t)"'— r . 


Done, hrsque p = Tn-^-iest un mmhre premier impair, le p/vafuif 
(17) 1 , 2 . 3 ... TO, 

divifS par 'p, doime pour reste — i,ouen d'auires terrnes ce produit, aug- 
ments de I'unitS, demnt divisible par p. G’ost en cela quo consiste 1 (( 
thdorfeme de Wilson, qui s’^tond au cas mferao oil Ton pose pst ass 1 4. i . 
D’ailleurs il est clair que ce th^orfemc subsiste uniquement pour los 
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nombres premiors. Car, si le nombre m-\-i admet d’autres diviseurs 
que lui-meme et I’unite, chacun de ces diviseurs, se confondant neces- 
sairement avec Pun des nombres 2, 3 , .... m, diviscra le produit 

t.2.3. . .771, 

d’oii I’on doitconclure qu’il ne saurait diviser la somme 

I +1,2.3. ..771. 

Si les valours particulieres do x, representees par a;, , a?,, , • • . so 
reduisaient aux differents terraes de la progression geometrique 


alors, en posanl 


u = 0(1 + aiO; -h . . . + 


on aurait, pour determiner les facteurs inconnus des 

equations lineaires dont les premiers membres seraient semblables 
aux premiers membres des formules (7) du § IV, et par suite on 
obtiondrait les valeurs de a^, ..., <r,„ en ajoutant les Equations 

dont il s’agit, aprfes les avoir respectivement multipliees par les coeffi- 
cients des diverses puissances dear dans les d^veloppements des pro- 
duits 

{x — r) (jj — 7-®). . .(a; — 

{x — i) (a? — r*). . .(a; — /■"*), 



(x — — r) ,..(ar — r"*”* ), 

On trouverait ainsi 

Urn— (y* + /•* + . ■ ■+ . .±: rr*. ..r»*Uo 

(l — 7') (i — 7'*). . .(x— r»‘) 

, Km- (i + /’ + ••• + r'”-*) «„-! + . ■ . ± 1.7- ■ . . 

(7''” — i) ( 7 ‘"‘ — r). . .(/’”* — r”"*) 

Observons en6n que, des formules (7) et (18), on d^duira facilement 
celles qui seraient relatives au cas ob les valeurs particuliferes de x 
coincideraieut avec les differents (ermes d’une progression quel- 
conque, soil arithraeti'quer soit geombtrique. 
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§ VI. — Des series convergentes et divergentes, et en parliculier de cedes 
qui representent les ddveloppements des puissances entiires et negatives 
d’un hin6me. 

On appellc sirie une suite indefinie de quanlites 

(1) Wqj Mjj . . . 

qui d^rivent les unes desautres suivanl une loi connuc. Ces quanlites 
elles-memes sent les differents termes de la seric quo Ton conskliire. 
Soit 

( 2 ) 5/2= ^^0 "H “i"' • 

la somme des n premiers termes, n dcsignant un nombre enlicr quel- 
conquo. Si, pour des valours de n loujours croissantes, la somtne s„ 
s’approche indefiniment d’une limite finie^, la stirie sera <lite conver- 
gente, ct la limite on question s’appellera la somme do la seri(f. Au 
contraire, si, tandis que n croit indefiniment, la somme s^ no s’a]»- 
proche d’aucuno limite fixe, la seric sera divergente ot n’atira phis <le 
somme. Dans Tun ct I’aulrc cas, lo termc qui correspond a I’indie-e/?, 
savoir u„, sera ce qu’on nomme Ic lerme gdndral. II siillit quo Ton 
donne co termc g4n6ral on fonction do I’indico n pour quo la serie 
soit complbtemcnt d6tcrmin6e. Si, dans lo cas oil la siirie est eonver- 
gente, on pose 

(3) .9 = 

sera cc qu’on appellc Ic resto do la stirie prolong^e jusqu'au 
jijiime terme. 

L’une des s6rio8 les plus simples est la progression g^om^Urique 

(4) », a>, a:*, X*, ... 

qui a pour terme g6n6ral of. En la substituant k la 86rie (i), on aura 

jflsas I •+■ aj ■+•. . .-+-**"■*+ a?"”*, 

a„aj = -h a>* 4- 4- a?", 



et, par suite, 
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( 3 ) 


— = — 


5«=n- + . 


.+ a;®~*=z 



i — x" 

I — x' 


On peut mettre cette valeur de sous la forme 


( 6 ) 




J 


et, comme, pour des valeurs croissantes de n, la valeur num^rique de 
la fraction 

1“ a? 

converge vers la limite zero ou croit au dela de toute limite, suivant 
qu’on suppose la valeur numerique de x inferieure ou superieure a 
I’unite, on doit conclure que dans la premifere hypothese la progres- 
sion (4) est une serie convergente qui a pour somrae 


tandis que, dans la seconde hypothfese, la m6mo progression est une 
serie divergente qui n’a plus de somme. Si, dans la premifere hypo- 
these, on prend pour valeur approchee de s, I’erreur commise sera 
mcsur6e par la valeur numerique du reste 


( 8 ) 



On indique g^n^ralement la somme d’une s^rie convergente par la 
somme de ses premiers termes suivie de points ou d’un etc. Ainsi,* 
lorsque la serie (i) sera convergente, on aura 


$ — Wq + ■+• Wg + . . . , 

et r^quation {f]) donnera, si la valeur numerique de x ne surpasse 
pas I’unit^, 
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11 resulte. de cette dcrniere fomulc que la progression g6ometriquc 

I , J?, ... 

a pour somme la premiere des puissances negatives entieres du binome 

I — X. 

Kn Ycrtu des definitions ci-dcssus adoptees, pour quo la seric (i) 
soil convcrgente, il est necessaire ct il suffit que des valours crois- 
sanlcs do n fassent converger indefinimcnt la somme vers une limile 
fixe : cn d’autres termcs, il est necessaire et il sulfit quo, pour des 
valours infinimenl grandes de n, les sommos 

dilR'rcntde la limile s, ct par consequent entre dies, de quanliles iiiti- 
nimontpelitcs. D’ailleursles diff6rcncc8 rcspoctives entre la preinif'n' 
somme et les suivanlcs sent respect ivcmcnt 

Sfi"^ W/t-f- 

^ "H W«4.i H- 


Done, j)our quo la s6rio (t) soil convcrgente, il est d’ahord n('u'.(issaire 
quo le terme general (Rcroisso indefinimemt, tandis (juo n aug- 
mente. Mais cette condition no sufiit pas, et il faut encore que, pour 
des valours croissantes de n, les diir6rente8 sommos 

«/i4- W«4-l. 

Ufi "H W/14.1 4 * 


e’est-a-dire les sommes des quantit6s 

prises, kpartirde la premiere, en telnombrequo Ton voudra, finissont 
par obtonir constamment des valeurs numkriqiies inftrieures k toute 
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limite assignable. Reeiproquement, lorsque ces conditions sont rem- 
plies, la convergence de la serie est assur6e. 

II resulte encore de ces principes que, si une serie convergente est 
uniquement form6e de termes positifs, la convergence continuera de 
subsister, lorsqu’on changera les signesde tous ces termes ou de quel- 
ques-uns d’entre eux. Car, en operant ainsi, on ne pourra que dimi- 
nuer la valeur numerique de la somme des termes qui suivront un 
terme quelconque. 

Pour plus de commodite, nous designerons dorenavant par 
(10) U„ U„ U„ ... 

les valeurs numeriques des differents termes de la serie (i), de sorte 
qu’on aura 

Ufl — Un ou W;,— Un 

suivant que «„ sera positif ou n^gatif. Cela pose, il est clair que, si la 
s6rio (lo) est convergente, la s6rie (i) sera convergente a plus forte 
raison. De plus, il sera facile d’6tablir la proposition suivante : 

TniiORfiME I. — Soit Q la Umite ou la plus grande des limites vers les- 
queUes converge, tandis que n croU indijiniment, la racine ri-^ de la 
valeurnumdrique de u^, cest-d-dire I’eapression 

ui=p;. 

La sdrie (i) sera convergente si Von a Qc^x, et diver gente si Von a 

fl>T. 

Demonstration. — En elfet, soit U un nombre renferm6 entre les 
limites i ot 0. On aura, dans la premiere hypoth^se, 

Q<U <1. 

Alors, si n vient k croitre au delk do touto limite, les plus grandes 
valeurs de 

ul=(±uj, 

en s-approebattt indkfiniinent de Q, finiront par devenii*' infttiedres 
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a U, et en meme temps les plus grandes valeurs num^riques do 
deviendront inferieures a U". Done, dans la premiere hypothfese, Ics 
termes de la serie 


Z/q, Wj, ^nt • • • 

finiront par devenir (abstraction faitc des signes) inftricurs aux tormes 
correspondants de la progression geometriqun 

I, u, u*, u», u«+> 

et, comme celtc progression sera convcrgcnlo, U elant< i, las(!rie(i) 
sera elle-m^me convcrgentc. Au contrairc, dans la sccondo hypothese, 
on aura 

S2>U>i. 

Alors, si n vient a croitro au dcla de toule limile, l(!s ])lus grandes va- 

1 

leurs de (± en s’approchant indefiniment de i2, finiront par «l(‘- 
venir superioures a U, et les plus grandes valeurs nuineri(ju(>s de //„ 
sup^ricures Si U". Done alors on trouvora, dans la si'srie 

un nombre indefmi do termes superieurs aux termes oorrospondaiils 
de la progression goometrique 

I, u, u* u«, ir«+' 

par consequent, un nombre indefini de termes superieurs it runile, 
U etant > i; ct la serie (r) sera nccessairemcnl divorgenle. 

Si, pour des valeurs croissantes do /i, la valcur numfirique du rap- 
port ■ 

(ii) iiAti, 

c’ost-k-dire la fraction 



converge vers une limite fixe Q, alors, en dfisignant par * un nombre 
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aussi petit que Ton voudra, on pourra donner au nombre m entier une 
valeur assez considerable pour que, n etant egal ou sup6rieur a m, 
cbacun des rapports 


U»n-1 U/n+S 


U, 

u„-. 


et, par suite, la moyenne g^ometriquc entre ces rapports ('), ou le 
quotient 


1 



restent compris entre les quantit6s 

— £, “ 1 ” £• 


Si maintenant on fait croitre indefiniment le nombre n sans changer 
la valeur de m, I’expression 

1 

convergera vers la limite 

TJO 

'-'/It 

et I’expression ( 12 ) vers la meme limite que la suivante : 

Done la limite de cette dernifere, devant restcr comprise entre les 
quantiles fl — e, 4 - e, quelque petit que Ton suppose le nombre s, 
coincidera n^cessairement avec la limite £2 do la valeur num4rique du 
rapport 


On peut done 6noncer le th^orfeme suivant : 
iHiORtME 11. — Si, pour des valeurs croissantes de n, la valeur numd- 


{}) Iiorsque n quantUSs positives a, a', o', ... sont toutes sap^rieures it an nombre 
donnig', et toutes inftrieures k un autre nombre donn6 /i, le produit add ... est 6vi- 
demment compris entre les limites g*, et, par suite, la racine «'*“ de ce produit ou 
la moyenne g6om6trique entre les quantitfis a, d, a", ... se trouve elle-mSme comprise 
etetre les 4«ax nodibreB 



5-2 


Resumes analytiques. 


rique du rapport converge vers ime limite fixe (2, la serie (i) sera 
convergente ou divergente suivant que cette limite sera infdrieure ou supd- 
rieure d V unite. 

Lorsque, la s6rie (i) 6tant convergente et compos^e do termes alter- 
nativement positifs et negatifs, la valeur num4riquc U* du termo gene- 
ral dccroit sans cesse pour des valeurs croissantes de n, alors, la valeur 
du restc r„ pouvant Mre presentee sous la forme 

= (- !)»[( U„ - -t- ( - U;h.3) + . . . ] 

ou sous la suivanto 

( — l)“~’ [(U» — tJn+-l) + (U»+S U»H-j) “H- ■ •]> 

selon quo Ic premier termo «o ost positif ou n^gatif, le roste r„ changct 
de signe quand on fait croitro n d’unc unit6. Par suite, la somine s de 
la seric cst comprise entre 

Sa Ct 

On peut done enoncer la proposition suivanto : 

TnfionftME III. — Lorsque, une sdrie convergente dtant composde de termes 
altemativement positifs et ndgatifs, la valeur nurndrique de rhaque terrne 
est infdrieure d celle du terme prdeddent, la somme de la sdrie est com- 
prise entre le premier terme et la somme des deux premiers, entre eelle 
demiire somme et celle des trois premiers, etc. 

Si Ton multiplio par une constanlo a los dilFtsmiita termes do la 
s6rio (i), on obtiendra la suivanto 

(i3) (ZUo, atti, aux, . . . 

dans laquelle la somme dos n premiers termes, savoir 

+ . . •-+" s: OS,, 

convergera vers une limite fixe as si la somme des n premiers termes 
de la s6rie (i) converge vers une limite fixe s, et ne convergers vers 
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aucune limite dans le cas contraire. Cette remarque suffit pour etablir 
le theorfeme suivant : 


Th^iowSme IV. ~ Si I’ on multiplis les differents termes de la serie (i) par 
une comtaMe a, la nowelle sirie cdnsi obtenue sera comergente ou diver- 
genie suivant que la sirie (i) sera eUe-mime conver genie ou diver genie, 
el Von aura dans k premier cos 


(l4) flKoH- + fliZj + ... — + 


GoroUaire. — Si, dans i’equation (i4)> on change a en on trou- 
vera 


(i5) 

Si, les series 


Mo+ «iH- «*+. 

• • 

Ijj, 


a 


d 

a 


Ml, 


.4*9 




• • • > 




• • • » 

• 

- •> 

* • ) 

. . . 


etant convergcntes et ayant pour sommes respectives s, s', s" on 

fait 

Mq 4- + . . . 4- Un-i> 

^0 " 1 “ 

4= tn4- . . . -H 


alors, pour des valours croissantes de n, s„ convergera vers la limite s, 
vers la limite s', . . et par suite les sommes 

Sn-^s'n, ... 

des n premiers termes des series qui auront pour termes gen6raux 

• Wj(i4* ^719 W,t4" ^719 

convergeront vers les limites 
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On pent done encore enoncer ce theorfeme : 

TuEORfiuE V. — Lorsque plusieurs series soM convergentes , I'addition 
de leurs termes gdniraux fournit le terme general d’une nouvelle sene qui 
est eUe-m&me convergente et dont la sonune residte de I addition des 
sommes des sdries proposees. 

On a, en vertu de ce theoreme, 

( ( «o 4- Ml + «s + •■•) + ( *’o + *’i + ) 

(i6) < 

( ( Mo 4- Ml 4- Mj + ...)■+■( <’0 + ’’t + •’s + •••)■+■ ( 4- ft’i 4- 4- . . . ) 

(xn) 

( =( K, 4- Po -t- f»’o) + ( + f’j + ‘^’1 )-+-(“* +•<*'*) + 


Th]^or£me VI. ~ Si, les deuce series 


( 18 ) 



M„ M„ 


(’ 0 , 

Cl, f't, . 

> . . 


etant convergentes et ay ant pour sommes respectives s, s', chacune de ces 
deux sdries reste comergente lorsqtion rdduit ses diffdrents termes a leurs 
valeurs numdriques, alors la sdrie 

(> 9 ) Mori4-Mi(’o, Mo«’,4 «i<>,4- M,»*o 

dont le terme gdndral est 


«o «'« -+■ "i ‘’»-i +•. . . 4 ■ ««-i i'i 4- M« ('oi 


sera elle-mime convergente et aura pour sotrune le produil ss', en sorte 
qu’on trowera 


(ao) 


(«o4- M,4- M,4-. . .) ((’o4- <'i4- P»4- . . .) 

= Mo(>„4- (mo»', 4- MiC,) 4- («#<», 4- «i«'i4- «»«>o) 4-. . .. 


Ddmonstration. — Soient s^, s'^ les sommes des n premiers termes 
des series (x8), et s"„ la somme des n premiers termes de la sirio (19). 
Repr6sentons par m le plus grand nombre ontier compris dans 
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et supposons d’abord que les differents termes des series (i8) soient 
tous positifs. On aura evidemment, dans cette hypothese, 


< 1/1 + . . . 4 - ) 

> ( i/o ”1“ * • • ) ( ^’o 4- 4" - . • 4- 


ou 


Jf ^ « a ' 

^n, ^n^jt 

^ ^w-Hl "^m+i • 


Concevons maintenant que Ton fasse croitre n au dela de toute limite. 
Le nombre m, qui ne peut etre que ou — croitra lui-mSme 
indefiniment, et les deux sommes s„, Sm+t convergeront vers la limite s, 
tandis que s'„ et convergeront vers la limite s'. Par suite, les deux 
produits s„s'„, et la somme s"„, comprise entre ces deux pro- 

duits, convergeront vers la limite ss' ; ce qui suffit pour etablir le theo- 
r6me 4 nonce. II cn r6sulte aussi que I’expression 

(21) . 

4“ ( 1 4" P3 4“ . . . 4“ U2 1 ) 


convergera, dans I’liypothfese dont il s’agit, vers la limite z6ro. 

Supposons k present que, les differents termes des series (i8) con- 
servant les memos valeurs numkriques, tous ces termes, ou quelques- 
uns d’entre eux, viennent k changer de signe, ce changement ne 
pourra que diminuer la valeur numerique du second membre de la 
formulc (2 t). Done cette valeur numerique, ou celle de la difference 

convergera encore, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite 
zdro, et s" vers la limite ss' du produit s^s',. Done alors la serie (19) 
sera encore convergente et aura pour somme le produit 

Lorsque, les termes de la s6rie (i) renfermant une certaine va- 
riable £0, cette skrie est convergente et ses diffkrents termes functions 
continues de a? dans le voisinage d’une valeur particulikre attribute k 
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cette variable, la somme des n premiers termes, le resle ct la 
somme s de la s6rie sent encore trois fonctions de la variable x, dont 
la premiere est evidemment continue par rapport x dans lo voisi- 
nage de la valeurparticuliere dontil s’agit. Cela pos6, considerons Ics 
accroissements que re?oivent ces trois fonctions, lorsqu’on fait croitrc 
X d’une quantite infiniment petite. L’accroissement de sera, pour 
toutes les valeurs possibles de n., une quantite infiniment petite, et 
celui de deviendra insensible en meme temps que si Ton attrlbiie 
k n une valeur trks considerable. Par suite, I’accroisscment de la func- 
tion s ne pourra etre qu’une quantile infiniment petite. De cette 
remarque on d6duit immediatement la proposition suivantc ; 

TnfeORte YII. — Lorsque les diffirenU termes de la sdrie ( t) sont des 
fonctions d’xme variable x, continues par rapport d cette variable dam k 
voiswa.ge.d‘une valeur particulidre pour laquelle la sdrie est oonvergen/e , 
la somme. s de la sdrie est aussi, dans h voisinage de cette valeur parlwu- 
lidre, fonction continue de x. 

Considerons k present une s^ric ordonn^o suivant les [)uissaiie('!.s 
cntiiires ct positives de x, e’est-a-dire une serio de la forme 


( 32 ) 


UiX, a,«*. 


ot soil o> la limito ou la plus grande des li miles vers les(fuelles con- 
verge, pour des valours croi.ssantcs dc ri, la racine «’*■'"* do la valeur 

num^riquo de «« ou I’oxpression (± aff. Corame la limito nu la plus 
grande dos limites dc 


sora 


(± 

± ace, 


il estclair que la s6rie (aa) sera convorgonto quand la valour numo- 
riquo du produit iwa? sera inftrioure k I’unitk, e’est-k-dire quand la 
valeur numkrique de x sera infkrieuro k -> otdivergento quand la va- 
lour numkriquje dea? deviendra supdrieure k Ajoutons que m sera 



Ri:SUM£S ANALYTIQUES. 


57 


precisement la limite de la valeur numerique du rapport ^2±ij gj, 

pour des valours croissantes de n, cette valeur numerique converge 
effectivement vers une limite fixe. On pent done enoncer ce theo- 
reme ; 

XuifiOEfeME VIII. — Si CO designe la Umite ou la plus grande des limites 

de V expression (± <z„)“ , ou bien encore une limite fixe vers laquelle con- 
verge, tandis que n croit indifiniment, la valeur nwnirique du rapport 


la sirie (22) sera conver genie pour toutes les vahurs de x comprises entre 
les limites 


(23) 


I i 

-1 , 

G) &> 


et divergente pour toutes les vahurs de x situdes hors de ces limites. 

Si la serie (22) ost convergente pour des valeurs num 4 riques de x 
inferieures un nombre donn 6 c, ce nombre sera necessairement 
inferieur ou tout au plus 6 gal a et la s 6 rie (22) continuera d’etre 
convergente quand on remplacera chaque terme par sa valeur nume- 
rique. Cela pos 6 , on d^duit imm^diatement du theor^me VI la propo- 
sition suivantc : 

Xui^ORftME IX. — Si deux series ordonndes suivani les puissances entidres 
et positives de x, savoir 

ffo, Oix, ajic*, ..., 
bf,, bix, btx*, ..., 

sont convergentes pour des valeurs numiriques de x infdrieures d un 
nombre donnd c, la sirie 

(a5) a^bt, (ao&i-l- ai6o)^» 



sera eUe-mime convergente entre les limites 


ax 


■c. 


. OXwrn da C. - S. II, t. X. 




8 
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et I' on aura, pour des valeurs de x renfermees enlre ces limiles. 


(26) 


( (ao+ ffli JT + a,a;’ + . . .) (60 + • ■) 

I <70^0+ (ao^i+ a\b(,)x ■+■ (<10^2+ Cl + aib^)x^ + . ■ ■ . 


Corollaire I. — Si deux ou plusieurs fonclions de x rcpresenLecs par 
y, s, ... sent developpables en series convergcntes ordonn6es siiivanf 
les puissances entiferes et positives do x pour dcs valeurs de x (loni- 
prises entre les limites — c, -he, Ic produit js... sera, pour les 
memes valeurs de x, developpablc on unc scmblablo scrie. 

En supposant^ = 5 s= . . . , on oblicnt cot autre corollaire : 

Corollaire II. — Si uno Ibiiclion do x representoe par j esi. dev(il()p- 
pable on une serie convergento do la forme 

yz=.at,-h a,x -h OiO^-h . . . 


pour des valeurs do a; comprises entre les limites — c, -+-o, le rarre, 
1ft cube de/ot ses divorscs puissances seroiit, pour les memes val(Mirs 
do X, developpables on do somblablos s6rie.s, do sorte qu’on aura 

y*— (3«0 «4-H . .. 

y’ r.-- al H- 3 « J .r ( 3 (tJ +• .3 ) .c* -4- . . . , 


TnfioRfcME X. — Lorsqm deux sdries eonverf^cnles, ordon/iecs sumitit 
les puissances entidres el posilim de x, conseivcnt des so/runes dgules pour 
mutes les valeurs numdriques de x qni nesurpasseni pas an nombre donne, 
ces deux sdries sonl ndcessairemenl idenliques. 

En effot, admotlons quo, pour de.s valours numfiriques de x infb- 
rieures a c, on ait constammont 

-H a% ■4" . . • “ ^0 biX - 4 * b%x^ *4" * . . , 

on en conclura, en supposant x = o, 

a,i- bi 

ot, par consequent, 


Ui-hOtX-h,, .“sz bx-h b%X - 4 - . . 
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puis, en posant de nouveau a; = o, 

et ainsi de suite. 

Concevons maintenant que dans la fomule ( 5 ) on attribue a la 
variable a? un accroissement a, dont la valeur numerique soit tres 
petite et inferieure a celle de i — a?. Cette formule donnera 

(27) i + (J! + a) + (j; + a)5-t-...-h(jJ + a)''-‘= 
et, commc on aura 

i^x — } — x\ I — ;r/ ““ I — ^ (i — — 

on (rouvera encore 


1 ■+■ (vtf H- a) + (a?® 4- 2aj: 4- a®) +. . . 

H- [ -I- ( /2 — . J ) ^ — l)g H- . . • + ] 

puis, en multipliant successivement la soname 

I a a? 

i — (it — j")* (I — j?)* 


par Ics differents termes du polyndmc 

(i — «*) — ftaap®”' — (rt)sa*ir““*— . . . — a", 

Cl ayant egard aux formules (i 4 ) et (26), on tirera de I’equation (28) 
» 

-t-[i4-2.« + 3x*4-..,.-t-{« — 1 ) a!"-*]a 
+ [ 14 - 3 ® + 6 ®*+. ..+ (/! — r),®»-“]«* 


(29) 


4 - OC‘ 


ft-1 


I — .-r" ^ I" I — ®" ^ 

i — s L(i — ®)’ i — 

®)‘ <1— ®)‘ I-® J 
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D’ailleurs, eii vertu du theoreme X, les coefficients des puissances 
scmblables de a devront etre les mcmes dans les deux membres de 
Tequation (29). On aura done encore 


(30) 


1 + x-\- 

IH- * .4- (/I — i) = 




I — j? 
I 


X — j:* 


no) 




(i — iCf)® (i — I — .r 


I H- 3.J? 4- 60:^ -h- . . 4- {n — i)2‘>Kf""®== 


a:^ 






(/Or^‘ 


.11 --S 


(i-a:)» 


— iP)* j — ./■ 


et generaloment 


(3i) 


' I + m 4- 1 )«-i .y® + . . . + ( rt — I ),«-! 

_ I a:** 

~ (1 — a.')'“ (I — a;)"' “ (i — .r)"'-* —'V “ 


D’autre pari, il ost facile do s’assurcr quo. la scric 

(3a) I, (/»),»-iar, .... (« - 

qui a pour tormo g6n6ral 

t33) (»» + « — 

roste convorgente pour toutc valour numcriqiio (1(^ x iiiloricniro ii 
I’unitd. Car, pour ddduiro la sdrio (32) do la sdrio ( 22 ), il sullil <lo 
poser 

fl*= {/« H- /» — (m + « — 1)„, 

ct Ton trouvo alors 

• ^ £M- n ^ 

tin 11 + 1 — > + 

Or, si Ton fait croitro ind6finitnont le nombre n, sans oliangor la 
valour do »i, la valour pr4c6dento du rapport convorgora vors la 
limito 0 ) = I. On aura done aussi ~ = 1 , ot la s^rio (3a), on vortu du 
thdorfemo VIII, sera convergento pour los valeurs do x renferm^os 
ontro dos limites - 1 , + r. Done, pour de semblables valeurs 
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de sc, Texpression (33) et celle qu’on en deduit en remplagant n par 
n — m -hi, savoir 

( 34 ) (/»)».-! 

deviendront infiniment petites en m^me temps que Par conse- 
quent, si, la valeur numerique de x etant inferieure a I’unite, on fait 
croitre indefiniment le nombre n, les quantites 

dont les premieres sont ce que devient la derniere quand on attribue 
successivement a m les valeurs particulieres i, 2 , 3, . . . , convergeront 
toutes vers la limite zero, et Ton tirera de la formule (3i) 

(35) I ■+■ im)„,-iX -t- (m 4- i)m-ia;*-+- (w ■+■ 2),„_,a;»-i-. . .= 
ou, CO qui revient au m^me, 

(36) i-|-(7re)id:-|-(/»H-i)sa;*-+-(»t-f-3)ja?®-4-...= 

On trouvera, par exemple, 

i iH- a: H- ic® H- dJ® H- . . . = — - — > 

I — ^ 

f i-H 3 a;-!- 6 ap*-t-ioa?®-t-...= 7 — - — 
f (J — ®) 


Ajoutons que l’6quation (35) ou (36) peut encore s’ecrire comme il 
suit: 


m 


-| 1 ■- 




( 38 ) (I - x)-''‘=i h-j-x-h ^ 7;^ 3 

Si dans cette dernibre on remplace x par — x, on obtiendra la sui- 


vante 

(39) (i + x)-'"= 


m w(ot-h) (CT-t- a) ^ 

I I. a I. a. 3 
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qui subsiste, comme la formule (38), pour des valeurs numeriques 
de X inferieures h Tunite. Enfin, si dans la formule (35) on rcmplace 
X par celle qu’on obtiendra, savoir 

( 4o ) ( a: + ffl)-'" = a-"* Y ^ -1 ^7-5 — - ® ~ • • ■ » 

subsistera pour des valeurs numeriques do x inferieures a celles de a, 
et sera precisement ce que devient la formule ( 2 ) du § II, quand on y 
remplace m par —m. 


§ VII. — DSveloppements des exponentielles e^, A'*. 

Si, dans la formule (6) du § II ct la formule (38) du § VI, on rem- 
place X par a, elles donneront 

... . ( i \ a® / i \ / \ 

(,) (. + »)- + 

““ («+ — ) -I- a •'■* ') ■!- 

1.2 \ m) 1 . 2 . i \ nx)\ m) 


( 2 ) (i — «)“"*= i-t-ma- 


Si maintenant on fait croitre indeliniment le nombro m et deeroitri' 
indefiniment la valour numerique de a, mais de manii're que le pro- 
duil 

ma. 


converge vers une limite linic x, les divers tenues du second membre, 
dans chacuno des formulcs (i) et ( 2 ), .s’approchoront sans cesse des 
dilferents tormes de la s6rio 


qui restera convorgente pour uno valeur finio quclconque do la va- 
riable X. En eifet, le terme g6n4ral do la s6rie (3) sera 



et, si Ton pose 
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le rapport 




I 


1 . 2 . . 


I 

art /i + 1 


convergera, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite £0 = 0 , 
Done la serie (3) sera convergente pour toutes les valeurs finies de x 
comprises entre les limites 


X — — 




e’est-a-dire pour une valeur finie quelconque de la variable x. Cela 
pos6, en admettant que Ton ait 

(4) linQ(ma)=ra;, 
on tirera des formulas ( 1 ) ct ( 2 ) 

dj* 

(5) lim(i H- a)"* = lim(i — r h- a? h 1 5 4 -. . 

1*2 I . 2>0 

II y a plus : pour que la formula (4) entraine la formule (5), il n’est 
pas necessairo que m, venant a croitre indefiniment, conserve tou- 
jours une valeur entibre. Car, si Ton nomme p, une quantity positive 
qui croisse indbfiniment tandis que a diminue,,mais de maniere quo 
Ton ait 

(6) Iim(p«) = aj, 

et m lo nombre ontier immbdiatement inferieur a p, alors, p. etant ren-^ 
fermb entre les deux nombres m,m+i,le rapport compris entre 
I et 1 + aura pour, limite I’unitb. Done la formule (6) entrainera 
les formules (4), (S), et, comme on aura d’ailleurs 

I* (<• 

(I + [(! + «)'«]«, (I [(I -«)-«]», 
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par consequent, 

lim ( 1 + a )(‘=lim (!+«)“, liin(i — «)-!*= a)-"', 

on trouvera encore 

(7) Iim(i4-a)l‘=lim(i — a)-(‘=H-a! 4 - ~ + ^“3 +.... 

La formula ( 6 ) sera v6rifi4e, si Ton suppose 

X 

a 

puisque, dans cettc hypothfese, on aura constamment (Ji.a = a 7 . Alors la 
formula ( 7 ) donnera 

- -- a;* a;® 

(8) lim(H-a)“=Iim(f — a) “=j + a!H- — + — ^-7^ 

puis, on reduisant x a Tunitc, ot nommant e la sommc do la s 6 rio (3) 
pour a; = I, en sorle qu’on ait 

(9) +...= 2,7182818..., 

on trouvera 

i _i 

(10) lim(n- «)*= Um(i — a) *=ff. 

On aura, par suite, 

,v ^ X 

00 liro(i + a)*=lim(i~a)~*=e*, 

nt Ton tircra do la formula (u), jointo k la formulo ( 8 ), 

, . _ , a:* at® 

0 2 ) = I + a? + —*'• + ".v + . . . . 

1.2 1 . 2.3 

Le nombre e cst celui qui sort do base au systemo dos logarithmos 
qu’on appole hyperboliques ou ndpiriens. L’dquation (ra), qui fournil 
lo developpemcnt d’uno exponentiollo do la forme <f on une s^trio or- 
donnec suivantlcs puissances ascendantes do x, subsislc quelle quo 
soit la valeur finie attribuke k la variable x. 
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Si, a etant positif, on prend a? = ma, les formules (i), (2) donne- 


ront 


(i3) 


i.3\ mj i. 2.3\ \ mj ’ 

i.2\ mJ 1.2.3 \ J \ 
et de ces dernieres, comparees a I’^quation (12), on tirera 


(14) {H-a)“<e*<(i — a) 
par consequent 

1 _ * 

(15) (I4.a)a<;e<(i_«) 5. 

La formule (i5) subsiste pour une valeur positive quelconque de a. 

Observons encore que, en vertu de I’equation (12), la formule (7) 
sera r^duite a 


(16) lina(i4- a)>^=lim(i — «)~i‘=c®. 

Done I’equation (6) ontrainera toujours la formule (16). 

Soit maintenanl A une quantite positive quelconque. Designons k 
I’aido de la lettre caracleristique L les logarithmes pris dans le sys- 
tkme dont la base cst A, et a I’aide de la lettre caracteristique 1 les 
logarithmes neperiens, pris dans le systkme dont la base est e. Enfin 
soit 

(17) “ = l^ = Ei 


le logarithme nkpkrien de A. On aura 
(18) A = e« 


(<) Lo logarithme « a= du nombre j', dans le syst^me dent la base est A, n’esl autre 
chose quo I’oxposant * de la puissance 4 laquelle il faut dlevor A pour obtenir y, c’ost- 
4-dire la valeur dej propre 4 verifier I’dquation 

/ = A*. 

Cela poB6, aoient afss Vy et bss VA. les logarithmes de y et do A, relativement 4 une 
Offavres de C, — S. II, t, X. 9 
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ct, par suite, 

(19) 




1.2 


I .2.3 


ou, ce qui revient au meme, 


(20) 


. , i a:»lA» 

A® = H-a:IAH — h 


1 .2 


xHA? 
I . 2.3 


Cette derniere formule subsistc, comme Tequation (12), pour une va- 
leur finie quelconquc de la variable ae. 


§ VI 11. — Des sSries doubles ou mukiples. Nomhres de Bernoulli. 
Soient 

1 

^^1,1 J 

^^ 2,1 > ^^ 2 , 2 > 

• • M • • •» • • • 

des quantiles quelconqucs rangees siir dcs ligiies horizoiitalos el vnr- 
ticales, do maniferc quo ohaque s 6 rie horizontalc ou vorticalcj n'liformo 
une infinite do termcs. Lo systemo do cos quantiU'ss sera 00 q'u’on p(Mit 
appeler uno jeWe rfouWc, etccs quantiles cllcs-mOunes soront los tliffe- 
ronts termcs do la seric, qui aura pour terrm- general 

m, m'd^signant deux nombres enticrs quelconqucs. Pareillemont, on 


(>) 


« 0 , 0 , 

“s,o> 


noavollo base A' disUncto do A. On aura 


A=aA'*, A*=A'*'» 

at, par suite, 

a^ss bx, — as b. 

’ X 


Done lo rapport entre los logarithmos a/, x doj', dans deux ay8t6mo8 diffdronts, coimorvo 
la mftmo valour b, quel que solt/. Si I’on pose on particulior A'ss e, on Irouvora 
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peut imaginer une serie triple, dont le terme g6n6ral 

serait une fonction donnee des trois indices ou nombres entiers m, 
une serie quadruple, ..., et finalement une serie multiple dont 
le terme general serait une fonction de divers indices m, rri, m", 
nf, ..., chacun de ces indices pouvant recevoir successivement les 
valeurs enti'eres 

O, I, 3, 3 , 4 , • . • . 

Cela pose, nommons la somme formee par I'addition d’un nombre 
fini ou m^me infini de termes de la serie multiple, cette somme etant 
composee de manibre qu’elle renferme au moins tous les termes dans 
lesquels la somme des indices est inferieure a re, et que jamais elle ne 
comprenne un terme correspondant a des indices donnes, sans ren- 
fermer en m^me temps tous les termes qu’on en deduit en remplagant 
ces mfemes indices, ou quelques-uns d’entre eux, par des indices 
moindres. Si, toutes les fois que les deux conditions precedentes sont 
remplies, la somme Sn converge, pour des valeurs croissantes de re, 
vers une limite fixe s, la serie multiple sera dite convergente, et la 
limite en question s’appallera la somme de la serie. Dans le cas con- 
traire, la serie multiple sera dmrgente et n’aura plus de somme. Si, 
dans le premier cas, on pose 

(li) ^ = 

r„ sera le reste de la s6rie multiple, et ce reste, qui repr6sentera ce 
qu’on peut nommer la somme de tous les termes non compris dans 
deviendra infiniment petit pour des valeurs infiniment grandes de re. 
Enfin, si Ton pose dans le m^me cas 
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et g^neralement 

(4) ^n—^a+i ®n> 

la serie simple • 

(5) t-O, Ou «'!, 

sera elle-meme une serie convergente qui aura pour somme s, pour 
terme general Vn, et pour reste 

Comrae, d’aprbs ce qu’on vient de dire, les termes non compris 
dans la somme sc r^duiront, soit aux difFercnts termes dans Icsqucls 
la somme des indices cst au moins 6gale a n, soit a uno partio de ces 
m6mes termes, on peut evidemmcnt enoncer la proposition suivante : 

TffltORfiME 1. — Une sirie multiple sera convergente si, darn cettesdrie, 
les termes oit la somme des indices devient au moins dgak a n, dtanl 
ajoutes les uns aux autres en tel nomhre et en tel ordre que I’ on witdra, 
foumissent une somme qui devienne infiniment petite pour des valeurs 
infirdment grande de n. 

II y a plus ; si tousles termes de las6rio multiple sont positifs, eetle 
serie nc pourra etro convergente sans que la condition que nous 
venons d’cnoncer soit rcmplic, et, dans ce cas, on pourra cvidcmment, 
sans d4truiro la convergence de la serie, changer les signes do tons 
ses termes ou de quclques-uns d’cnlre eux. On pout done encore 
6nonccr cet autre theorijmc : 

Tn^iORtiME II. — Une sdrie multiple est toujours convergente, hrsque 
les valeurs numdriques de ses diffirenir termes formera une sdrie conver- 
gente. 

Si les diffiirents termes de la s^rie propos6e 6taicnt les uns positifs, 
les autres n6gatifs, il pourrait arriver quo la s6rio fflit convergente, 
que les termes dans losqucls la somme des indices serait au moins 
6gale k n, ktant ajout6s les uns aux autres dans un certain ordre, no 
donnassent pas toujours une somme infiniment petite pour des valours 
infiniment grandes de n. Cette remarque est applicable m'ftmo aux 
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series simples. Ainsi, en particulier, si Ton considfere ia serie simple 


( 6 ) 

on aura 
(7) 


1 I I ^ ^ 

I, ) o? — 7^ •••> ± — > -h J 

2 3 4 n /I -ti 


I I I 


— I — - *+■ o 


2 3 4 rt’ 

et, comme les valeurs num4riques des differences 


( 8 ) 



9 

71 + 1 



( ^ 

- Y 

\n 4 - 1 

+ 2 y 


( » 

I 

\7i + I 

1 

n — H 2 


seront toutes renfermees entre les limites 


(9) 


I I I 

n-l-i’ n-Hi n-h^’ ’ 


qui deviennent infinimentpetites pour des valeurs infiniment grandes 
de n, on pent atfirmer que la somme s„ convergera pour des valeurs 
croissanles de n vers une Kmite fixe s, et que la serie (6) sera cohver- 
gente. Mais, si, au lieu d’ajouter les uns aux autres les termes 

+ n-f-2’ n 3’ ’’ 

pris dans I’ordre oil ils se trouvent, on venait a intervertir cet ordrc 
en dhoisissant parmi eux des termes affectds du mdme signe, par 
exemple, les suivants 

± — , ± —i — , ± I =:±— , 

/iH-2 /H -4 n + 2n on 

la valeur numdrique de la somme de ces derniers termes, savoir 
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surpasserait evidemment le produit 



et cesserait d’etre infiniment petite pour des valeurs infiniment grandos 
de n. • 

Lorsqu’une seric multiple est uniquement composee dc termcs 
positifs, alors, pour que la condition enoncec dans Ic th6orbmc I 
soit remplie, *et par suite, pour qu’on soit assure de lA conver- 
gence de la serie, il suffit evidemment qu’en adoptant, pour former la 
somme designee par un des dilferents modes qui peuvent satisfaire 
aux conditions prec6demment indiquees, on oblicnno uno valour 
de qui converge vers uno limito fixe^, landis quo n croit indefini- 
ment. Do cette remarque, jointc au theoreme 11 , on d6duit immodia- 
tement la proposition suivantc : 

TirtORiME III. — Nommons la somme formde par 1’ addition d'lin 
nombre fini ou mdme in/ini de termes d'une sdrie multiple, cette somme 
etant composde de maniire quelle renfermeau moins tons les termes dans 
lesquels la somme des indices eM infdrieure a n, et que jamais elk ne ren- 
ferme un terme correspondant d des indices donnds, sans renfermer en 
mdme temps tons ks termes quon en ddduii en rempla^anl ces mdmes 
indkes par des indices moindres. Si, dans un cos particulier oi'i ces deux 
conditions soknt remplies, la somme Sn et celk quon oblient en substi- 
tuant auac diffdrents termes qid la composent kurs vakurs nurndriques 
convergent I’une et V autre vers des limites Jixes, U en sera de mdme dans 
tous ks cos, et la sdrie proposde sera convergente. 

Scolk. — II est important d’obscrvor quo Ics deux sommes dont il 
s’agitici convorgeront vers des limites fixes, si la s6rio (S) ot cello on 
laquelle la s6rio ( 5 ) se transforme lorsqu’aux sommes do termes d6si- 
gn6es par Oo, 04, Oa, ... on substitue les sommes des valours num^> 
riques de ces mimes termes sent Tune et I’autro convergontos. 

Gonsidirons, pour fixer les idies, une sirie double, par oxomplo la 
sirie (i). Si cette sirie est convergente, alprs, en pronant pour s„ la 
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somme des termes dans lesquels les indices offrent une somme infe- 
rieure a n, on trouvera 

^n— 1 + . . . + Wn— 1,1 -t- 

et la serie (5), reduite a 

(11) J/o,o» Mo,s+ “1,1 + «s,0) — > 

sera une serie simple convergente, dont la somme s ne dilferera pas 
de cello de la serie double. Si, dans le m^me cas, on prend pour la 
somme des termes oil le premier indice est inferieur a n, on trouvera 

(12) «'n=w»,o + ««,i + “«,»+■••; 

par consequent, chacune des series horizontales comprises dans le 
Tableau (i) sera convergente, et les sommes de ces series conver- 
gentes, savoir 

«O,0 + “o,l + “0,8 + • • • , 

“t,0 + “l.l + “l,S + • • • , 

“s,0 + “s.l + “ 2,8 + • • • , 


formerontelles-memes une nouvelle s6rie convergente dont la somme 
sera encore s. Enfin, si Ton prend pour s„ la somme des termes de la 
s6rio double oil le second indice est inferieur a n. on trouvera 

it ' 

(*^) “o,n+ “l.n+ “ 8 ,» + " • • 5 

par consequent, chacune des series verticales comprises dans le 
Tableau (i) sera convergente, et les sommes de ces series conver- 
gentes, savoir 

“o,0+ “l,0+ “2,0+ • • •, 

*^0,1 + “l,i + “2,1 + ■ • • , 

«0,8+“i,8+«2.2+---, 


formeront a leur tour une nouvelle serie convergente dont la somme 
sera encore s. Ajoutons que du th^orbme III et du scolie placS a la 
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suite de ce theorfeme on deduira immediatement la proposition sui- 
vante : 

XHEOUtME IV. ~ Si des trois series simples (ii), (i3), (i5) I’uneesl 
convergente et demeure convergente, tandis que Von remplace Us quan‘ 
lite's « 9 ,o» ^t,ot “o,M l^urs vaUurs numdriques, Us dewc aulres 

seront pareiUement comer gentes, et la sdrie (i) sera une sdrie doubU con- 
vergente, dont la somme ne diffdrera pas de celUs des trois sdries simples 
dont il s' agit. 

Pour exprimer que s represente la sommo de la serie (r) supposoe 
convergente, nous 6crirons simplement 


(i6) 


■+ ^1,1 + • * • 
4“ WjjO 4- -H 4- . . . 


Soil maintonanl s unc fonction de deux variables a-, y. Pour <|U(‘ 
cctte fonction soit dcveloppablo on une s6rie convorgen(,(( ordoniuM^ 
suivant les puissances cnlicros et positives de iv, y, e’est-a-dire, (‘ii 
d’aulrcs termes, pour quo s puissc elro considcre comme ('‘.quivabuit a 
la somme d’unc semblable serie, il ne su/fira pas, commv. on pourrait 
le croirc au premier abord, que s soit devoloppable on une s^irie eon- 
Ycrgcnte ordonnee suivant Ics puissances entieros et positives d(i a?, 
et lo cociricicnt do cliacune de ccs puissances en une serie conver- 
gento ordonn6e suivant les puissances entibres et positives de y, en 
sortc qu’on ait 

(17) 5 = 

/ li, “ ao,o + Oj,,/ h- . . . , 

('8 ) j «, = «,,o + ai,iy ■+• <*,,,/ 

( U) ss at,i + at,ty H- <**,*^* + • • • » 

et, par suite, 

z = a*,# -t- a^,iy 4 - -1- . . . 4- + a,,i^ -I- a, 4- . . . ) * 
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mais, en verta du theoreme IV, s sera effectivement developpable en 
une serie convergente ordonnee suivant les puissances entieres et 
positives de x, y, je veux dire, que s sera la somme de la serie double 

®o,u> ®o.i • • • > 

,a,,oJr, Oi^iXy, ffi.jarjS 

as.s^V*» 


si le second nombre de la formule (19) conserve une valeur finie et 
determinee, lorsqu’on y remplace les variables x, y et les coefficients 

^ 0 , 0 > ^ 0 , 1 > ^ 0 , 2 > •••» ^ 1 , 0 ^ ^ 1 , 9 » •••> ^ 9.1 » ^ 2 , 2 » ••• 

par leurs valeurs numeriques. 

Pour eelaircir ee qu’on vient de dire par des exemples, concevons 
d’abord que Ton veuille developper, suivant les puissances entibres et 
positives de x, y, le produit 

^ I I 

I — X I — / 

Alors, pour des valeurs de x, y propres k remplir les deux conditions 

(2V) X®<I, 7®<I, 



on aura 

(22) s 

(23) 

et, par suite. 


It I JC 

— J 1 -I- , , 

I—/ t— / I — y I— .y 


(24) 


-i— -J--. = (n-j^ + y»-H...)-Ha; (1+7+7’ + ...) 

1 — I — y 

+ aj’(i +7+7’ + . . .) + 


Or, commela formule (24) continuera de subsister quand on y rem- 
placera les variables x, y par leurs valeurs numkriques, on pent affir- 
moir que, si les conditions (21) sont remplies, le produit 


■ I 1 
I — a; 1—7 


OfftfKmebO.-S.II. .X 


10 
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sera developpable en une s6rie convergente ordonnee suivant les puis- 
sances ascendantes de x,y, en sorte qu’on aura 


( 25 ) 


1 — XI — y 


H- j? H- xy xy^ 4 - . . . 

% 


qu’alors aussi chacune des lignes horizontales ou verticalcs comprises 
dans le second membre de la formulc (20) offrira une serie simple 
convergente, et qu’il en sera encore de mome de la serie simple 

.(26) I, a;’ 4 - 0 ;®/ + •••. 

ce qu’on peut aisemont verifier en ecrivant les div(‘rs lermes (1(! cette 
dernibrc comme il suit : 


(27) 


^ — r iT® — r* x^ — y* x^ — 

^ y J 1 ^, , .... 

X^y x^^y ,r 


Considerons en second lieu la fonction 


1 - - a.- - 7 

Si Ton suppose remplies les deux conditions 


(28) 

on aura 

(29) 


7 *<i, .**<(1 yY, 


,r,* 




x.-.x-y I--/ U— 7;® — 


+■• • •» 


I 


I ”7 
t 

(i-J') 

I 


•"1+ y-jr 7*+ 7».h,.., 

5 =n- 97-1- 37*-+- 47»+..., 


=t + 37 -(- 67 «-no 7 » 4 -.... 


( 3 o) 
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et, par suite, 

__I-_ — IH- J a;(H_ 27 + SjS -h. . .) 

-hic*(n- 3 j 4 - 6 j*+. . .) + 

Toutefois, on ne saurait conclure de la formule ( 3 i) qu’on alt toujours, 
quand les conditions (28) sont remplies, 



( 3 a) 



= I + y + r -+ 7 * 4 -... 

-hir-\-2Ty+ 3a! 4 ^ 7 * 4 -... 

+ a;® 4 - 3 a?* 7 + 6a;®7*+ ioa;y + . . . 
+ a;* + 4 a;’7 + loa^y* +- 2051*7* + ■■ • 
4 - 


et que, en consequence, la s6rie simple 

I, a* 4- 7, a;* + 2537 -+-7*, a;* + 3 a;* j + 357*4-7*, ..., 

c’est-a-dire la progression geometrique 

I. ^4-7, (5-4-7)*, (•*’+-7)’» ••• 

soit alors necessairement convergente ; car il est visible que cette pro- 
gression sera divergente, lorsque les variables x, y 6tant negatives 
rccevront dos valeurs numeriques inferieures a I’unite, mais dont la 
somme surpassera I’unite, par exemple lorsqu’on supposera 


et, par suite. 


X ■=. 


2 

3 ’ 


7 — - 


2 

3 ’ 


a! 4-7 = — 


4 

3’ 


Alors, cependant, les conditions (28) seront remplies. Mais, si, la 
valour num^rique de y 6tant inferieure k I’unit^, la valeur num^rique 
de X ne surpasse pas la plus petite des deux quantit^s 

i—y, 14-7, 

la formule ( 3 i) continuera de subsister, tandis qu’on y remplacera les 
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variables x, y par leurs valeurs numeriques, et entrainera I’equa- 

tion (Sa). 

Concevons k present que, pour des valeurs numeriques do x infe- 
rieures a c, la fonction y i&x puisse etre developpee on une seric con- 
vergente ordonnee suivant les puissances entieros el positives do x, ct 
que, pour des valeurs numeriques de j inferieures a c', la tbnelion s 
de j puisse etre developpke en une seric convergente ordonnee sui- 
vant les puissances entibres et positives de j, de sorte qu’on ait, outre 
les limites a; = — c, a? = c, 

(33) y ~ao + aiX <1^0:^ + . . . 
et, entre les limites y~ — c', y = c', 

(34) s bo-y bty -h + . . . . 

Les quantites J®, j®, ... pourront olles-incmes, pour des vabuirs 
numbriques do x inferieures a c, etre d^volopptuis en scries eoiiv(‘r- 
gentes ordonnecs suivant les puissances ontikres et positives de a*, it 
I’aido des formules 

i y^ := (rj H- 2 a„ a, a? -4- (aao ■+■ aj ).r* H- . . . , 

7 ’= aj-l- Sajaiar-h (3a?asH- 3a„af . . ., 

(voir lo § VI, iheorc'ine IX, eorollaire 11), el run aura, par suite, 

(36) i!:^6o + /.'i(rt,>-l-Oi.r-t-a3a;M ...) -h Aj(a*-+- r -( ..,)■(• 

Toutefois, on no dovra point conelure de la formulc (%) ques a suit 
developpablc en une s6rie convergente ordonnde suivant les puis- 
sances ontikres et positives do x, ct que Ton ait 

(^7 ) ^ “ ^0 "4“ ^0 (®i ^>1 H” 3 floaj -(“».• -f" (aj bi 

pour toutes les valours nuradriques do x qui, etant lnf6rioures ii c, 
fournissent des valours num6riquos de y infdrieurcs k a'. Mais, on 
vertu du tli6or6me II, la formulo ( 37 ) deviendra, pour uno valour 
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donnee de x, une consequence necessaire de la formule (36), si les 
series comprises dans les seconds membres des formules (33), (34) 
restent convergentes quand on reduit chaque terme ii sa valeur nume- 
rique aprfes avoir substitue dans la premiere serie la valeur donnee 
de sc, eff dans la seconde serie une valeur A& y egale a la somme des 
valeurs numeriques des termes de la premiere serie. Or c’est ce qui 
arrivera necessairement, si Ton attribue k x une valeur numerique 
inferieure a c, etpour laquelle la somme des valeurs numeriques des 
termes de la premiere serie soit inf6rieure a c'. On peut done 6noncer 
la proposition suivante : 

TufeoRiiME V. — Supposons que, pour des valeurs numdriques de x infe- 
rieures a c,y soit devehppable en une premiire sdrie corwergente ordonme 
suivant les puissances eniiires et positives de x, et que, pour des valeurs 
numeriques dey injdrieures a c', z soit ddveloppable en une seconde sdrie 
comer genie ordonnde suivant les puissances entUres et positives dey\z sera 
ddvehppable en une nouvelle sdrie convergente ordonnde suivant les puis- 
sances entidres et positives de la variable x, pour toute valeur de cette 
variable choisie entre les limites — c, -t-c de telle manidre que la somme 
des valeurs numeriques des termes de la premidre sdrie soit infdrieure d c'. 


Supposons, pour fixer les idees, 



c.t 


(39) 



On tirera de I’^quation (38), pour une valeur quelconque de la 
variable x, 


(4o) 




et de la formule (Sg), pour une valeur numerique dej infdrieure a 
I’unitd, 


(40 


z = i . . . 
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X X '' 




(4a) ^ = « + (^2-0 + 2.3.4 
par consequent 


(43) 


\ (X a«* y 

— •j + U-0 + JX4“-j'^"- 




x^ x^ 

— 14- 1 

V2 ‘ 

6 24 


fx- 

x^ 5x^ 

+ ( 

U 

1 

+ 

1 

to 


fx^ 

x^ \ 

1 


-8+-} 


....) 


pour toutes les valeurs dc x qui rendront < r , c’cst-ii-diiuj pour 
toute valeur positive de x ct pour iouto valour nogativo r.om|)ris<'! 
entre les limiles o, — r,25o..., le nombre t,25o... (Haul ia ra<‘.ino 
positive unique dc Tequation 


(44) 


X X * 


-h 


x^ 




on 


I 

./• 


2 2.3 2.3.4 

Or il ne resulte pas dc la formulo (43) quo la fonction 


• ■ 2. 


.r 


soit devoloppabic, pour toutos les vahuirs positives do on uik^ sorio 
convergonte ordonnoc suivant lespuissane<'s ascondantos do x, (*(, <|U(* 
Ton ail par suite, on pronant x > o. 


(45) 


/ I I 5 I \ , 

\l(> 8 72 120 / 

0 

ou, CO qui revient aii mfeme, 

(' ) i-e--*- i.a 3o 7X34*^ 4a ‘TaTsTfXe 

Mais, en vertu du th6oreme V, la formule ( 42 ) ou (43) ontralnera 
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Tequation (46) si la valeur positive on negative de a? est comprise 
entre les limites 

— I,25o..., +I,25o..., 

puisqu’alors les valeurs numeriques des termes de la serie comprise 
dans le second membre de la formule (4o) fourniront une somme 
inferieure a I’unite. 

En calculant les coefficients des diverses puissances de a; dans le 
second membre de la formule (45). on s’assure facilement que ceux 
de la troisi^me et de la cinquibme puissance se reduisent a zero. Or 
on peut d6montrer qu’il doit en etre de meme des coefficients de 
toutes les puissances de degr6 impair superieures k la premiere, c’est- 
k-dire que la difference 


developpee suivant les puissances entikres et positives de a? doit uni- 
quement renfermer des puissances de degre pair. En effet, cette diffe- 
rence, pouvant s’ecrire comme il suit 


(48) 


1 i-he"-* 

2 I — 


( - 


.r 



ne change pas de valeur quand on y change le signe de x. Son deve- 
loppement, dovant jouir de la mSme propriety, ne saurait renfermer 
les puissances impaires do la variable x. 

Observons encore que I’expression 

,, . ix _ X 

X H ^ - -■ “H . • • 

1 . 2.0 1 . 2 . 0 . 4*5 
pouvant etre presentee sous la forme 

{ x' df* \ / a?* a?* \* 

pour toute valeur numerique de x inferieure au nombre 2,179..., 


1 + 


2.3 


.3.4.5 
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c’est-a-dire a la racine positive de I’equation 


(5o) 


773 2.34-S * 


e* — e-® 

ou = 2, 

2 X 


sera dans ce cas, en vertu du theorfeme V, developpablc en une sorio. 
convergente ordonnee suivant les puissances ascendantcs de x. Done 
la fonction 


.»• .»* 

(5» — e * 

que Ton d^duit de I’expression (/ 19 ), on remplaoant .r par et, j)ar 
suite, I’expression ( 48 ) seront developpables en series converg(>.nles 
ordonnees selon les puissances cnlicres et positives de la variable .r 
pour toute valour num^rique de cette variable inlcricuire au noit)bre 
4,35. .. = 2(2,179. . Done laformule, ( 4 O) subsistera pour toutes 
les valeurs de.cc comprises entre les limites 

.zr 1 - — 4,35. . .'r“.4,35, . . . 

II y a plus : coramc, pour de telles valeurs de x, le prodiiit de la soninie 
I j x- I ,r* t .r* 

3 « 1.2.3.4 42 r . 2 . 3 . 4 - '>.(> 

par ladiff6rence r ~ e-', k laquelle on pent toujours substituer son 
dcvclopp(‘.mont, savoir 


so reduira identiquement \\ x, en vertu de la formule (4D), en pent 
affirmcr quo cette formubi subsistera pour toute valour de x inferieure 
au nombre c, si ce nombre est tc*l que la sdrie 

Its * I I 

2®' 6 772*’ **• 


reste convergente entre les limites 0?= -- c, £p-= <?. Done, par suite, 



la formule 


RfiSUMfiS ANALYTIQUES. 


81 


( 5 i) 


X 


qX Q—X 


I 2-a;® I 

6 1.2 3 o I. 2 . 3. 4 


I 2 ® a?® 

42 I. 2. 3. 4-5. 6 


que Ton deduit de I’equation (46), on y remplacant a; par o.x, subsis- 
tera pour toutes les valours de x comprises entre les limites x — — ‘ic, 
X = 2c. Nous prouverons plus tard que le nombre c, dont il s’agit ici, 
est pr^cisement egal a ^ • 

Quant aux facteurs num^riques 


/e ' \ III 

6’ 33’ W 

qui, dans les seconds membres des formules (46) et (5i), se trouvent 
pris tantot avec le signe +, tantot avec le signe — , et multiplies par 
les divers termes des developpements des fonctions 




— I et 




ils sont ce qu’on appelle les nombres de Bernoulli. 


§ IX. — Sommation des puissances entUres des nornhres naturels. 
Volume d’lme pyramide d base quelconque. 

A I’aide des.principes etablis dans les paragraphes precedents, on 
peut aisement determiner la sommc des puissances des nom- 
bres naturels 

I, a, 3 , n, 

savoir 

(i) i-f-2"*-l-3*''+...-i-«™=S(n'"). 

En effet, comme on a 

n(«-H i) = n®-f-/i, 
i )(«-!- 2 ) = n*-t-3«*-l-a«, 
ra(n -(-i) (« -f- a) (n -hS) = ra*-4- iin*-(- 6n, 


OEuvres de C. S. 11 , t. X. 


U 
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les formules (i5) du § I donneront 

S(.-) + 3S(»-) + .SW= 


ct, par consequent, 
n(n4-i) 


S(rt) 


S(«»): 


/i(n + i)(« + 2) n(nH-i) 


«(n + i)(2n + i) 
2.3 


g^j^«^_ ”(« + »)(” + 3)(”+3) «(/t + l)(2ra + l) ^ 

4 2 


ii{n I- 1 ) 
a 


S(«*): 


t) 2 0 


ou, ce qui revicnt au rnSme, 

H-2H- » 

2 

,+ 4+ g + ... + „.= ^a^'J, 

2.0 

I +I6 + 81+ . . . + «*= «(» + >)(a« + 0(3«*+ 3«-.) 

2.3.5 


11 est bon d’observer quo, en vertu des formules (4), on aura 

(5) t-h 8 + 27 +...+n*=:(i + 2 + 3 +...+ «)•. 



( 6 ) 


( 7 ) 
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Ainsi, en particulier, on trouvera 

I + 8 + 27 + 64 = (i + a + 3 + 4)*. 

On pourrait facilement deduire les formules (3) on (4) de I’equa- 
tion ( 14 ) ou (i5) du § V. Effectivement, si Ton pose x = n dans 
I’equation (i5) du § V, on en tirera 

I «'»= n(/i + i).. + /i(rt + !)...(« -HOT — 2 ) + . . . 

I 1.2 

! — 2"* -j- 1 2^”^ I 

± «(« + i)(n + 2)q: B(« + i)±n, 

et, par suite, 

I S(/i"‘) = S[B(B+i)...(n + m — i)]— + ..(n + m — a)]4-.. 

^:Y^S[fl(n4-i)(« + 2)]4:?— j-4S[B(B+i)]±S(n), 

puis on conclura de cette dernifere, combin4e avec les formules (i5) 
du§I, 


( 8 ) 


S(n'") 


n(B + i). . .(« + >n) m — i 


m + i 

4- — 2”+ i B(ra 4 -i)(BH- 2 )(« + 3 ) 

“ Ta 4 

_ a”"* — 1 n(B+i)(/i4-2) , n(rt4-i) 


n{n + 1) . . . (n 4- m — i).+ . . . 


^ I 3 ~ 2 

En operant de la m^me manibre, on tirera de la formula (i4) du § V 


( 9 ) 


S(b”*}= ^” + 1 ) i (rt 4 -i)n...(n — W 4 - 2 ) 4 -... 
3 ”*-* — a” 4- 1 (n4-i) n(n — i) (n — 2) 


1.2 


4 


2'“"'4-i (ra4-i)«(B — i) (n4-i)B 

g H 


Si, dans Tune des formules ( 8 ), ( 9 ), on pose successivement 
m = i, m = a, m = 3 , 
on retrouvera pr4cis^ment les formules (3) ou (4)- 
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On ponrrait encore faire servir les nombres de Bernoulli an calcul 
de la somme S(n'"). En effet, cette somme est evidemmcnt le coeffi- 
cient de 

a?” 

1.2.3. ..m 

dans le developpement du polynome 

' ' e®— I I — e"® 


suivant les puissances ascendantcs ct cntibrcs do la variable x. On a 
d’ailleurs, quel que soit x, 

, ^ n*ir* ( n*.T «*3!* \ 

(ii) e"®— i = na;-(- 1 — ® «-l 1 , 

' ' r.a 1.2.3 \ t .2 t.2.3 )’ 

et, pour dcs valeurs num^riqucs de x infcricurcs k 1,200..., {voir Ic 
paragrapho precedent), 

0®) ,_e-a 2 ®"'' 6 iTa ~ 3o i.2.3.4 4^ i.a,3.4.5.() 


les coefficients 


I 1 I 

6’ 3o’ iia’ 


quo renferment le troisiimo terme ct les suivants, ctant priicisiment 
les nombres do Bernoulli. Cola pose, on tirora de la formulc (10), pour 
dos valeurs nuraeriques do x infcricurcs a i , 25o.,., 


rt a!S(n) + — S(n*) ■+■ S(n») -f . . ,-f 8(/i») +. . . 

/ n* n* .r* \ / i i a;* t «* i .®* 

= i" + T • + 1 r, H V 5 6 ri - 3 ; Tirq + Ji rxrjxii -• 


puis, on d6veloppant le second membre do la formulc (i3), suivant les 
puissances ascendantes et entibres de la variable x, ot bgalant entre 
oux les coefficients des puissances de mbmo degrb renfermdes dans les 
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deux membres, on trouyera 


S(«) = l-n = — i 

2 2 

o/’„j\ n 7 i(n + i) (2/1 +i) 

S(n-) = -j. + - + j = -j , 

sc»‘)=T-?-f=["-¥^r’ 
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(i4) { 


0 2 0 60 2.0.5 


et gen^ralement 


(i5) 


^ ^ m-i-i 


2 


^ m 1 I 


772(m — T)(m — 


6 2 


3 o 


2.3.4 


I wi(m — i)(ot — 2 )(»i — 3)(7n — 4) j 

42 2. 3 . 4. 5 . 6 


Les deux premieres des formules (4) ou (i4) fournissent le moyen 
de calculer le nombre des boulets dont se composent des piles a base 
carree ou rectangulaire, telles qu’on les construit dans les arsenaux; 
et d’abord, si des boulets sont distribues dans plusieurs couches super- 
posies, de maniire k figurer une pyramide a base carrie, le nombre 
des boulets compris dans cette pyramide se trouvera evidemment de- 
termine par la seconde des formules (i4). De plus, si le carri qui ser- 
vait do base a la pyramide, et dontchaque coti renfermaitra boulets, 
se change en un rectangle dont les deux c6tis renferment, le premier A, 
le second n + m boulets, et la pyramide elle-mime en un prisme 
tronqui termini supirieurement, non par un boulet unique, mais par 
uno file do m-f-i boulets placis a la suite I’un de I’autre, le nombre 
total des boulets contenus dans le prisme tronqui sera ividemment 

W -+■ I + 2(wt + 2)*+'3(lW-l-3) “H.. Jl) 

= S (n) ■+• S ( n* ) = -4- S («) 
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ou, ce qui revient au meme, 

(i6) 


La formule (i6) fournit la rfegle connue, en vertu de laquello on 
obtient le nombre des boulets quo contient une pile a base carrcc, en 
multipliant le facteur 

, 

2 


c’est-a-dire le nombre des boulets compris dans Tune des faces 
obliques et triangulaires de la pile, par la somme 

an + 1 
niH 5 — j 


c’cst-k-dire par le tiers du nombre des boulets compris dans I’arete 
qui termine la pile, ct dans Ics c6t6s de la base parallMes a cette 
arSte. 

Si, aprfes avoir divisc par n'"'*'’ les deux membres de la formule (8), 
(9) ou (r 5 ), on fait croitro indefiniment le nombre n, le rapport ^ el 

scs diverses puissances s'approchant alors indefiniment de la limiter 
zero, on trouvera 


(17) 


lim 


S(n'«) 


rt 




H- I 


Ainsi, on particulior, si Ton pose succcssivcmcnt ^ s= x, /w s= a, . . 
on trouvera 


(18) 

(19) 



lim 


S(n*) X 


Oapeut appliquer les formulas (18) et (19) k revaluation do la sur- 
face d’un triangle ou de la solidity d’une pyramide, en op6rant coramc 
il suit. 

Consid6rons d’abord un triangle dont la base soil B et la hauteur H. 
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Divisons cette hauteur H en ra parties egales a 

(20) h=- 

n 

par n — i droites parallfeles a la base B. Les portions de ces droites 
qui se trouveront renferm^es dans le triangle seront respectivement 

b, ab, 5b, . {n —i)b, 

la valeur de b etant 

(21) b = -. 

n 

Cela pose, concevons, en premier lieu, que les deux angles du triangle 
adjacents a la base B soient aigus. L’aire du triangle sera 6videmment 
superieure a la somme des aires des rectangles inscrits qui auraient 
pour bases les longueurs 

b, 2b, Zb, (n — i)b, 

et inf^rieure a la somme des aires des rectangles circonscrits qui au- 
raient pour bases les longueurs 

b, 2 b, Zb, ..., (rt — i)b, nb = B, 

la hauteur de chaquc rectangle inscrit ou circonscrit 6tant la dis- 
tance A entrc deux paralleles consecutives. Done, si Ton prend pour 
valeur approdhee de I’aire du triangle la somme des aires des rectan- 
gles circonscrits, savoir 

(23) M-l-2MH-...-i-n6A = WiS(/2) = ^^BH, 

BH 

I’erreur commisc sera inferieure a I’aire nbh = -^ du plus grand des 

rectangles circonscrits. Si maintenant on fait croitre indefiniment le 

BH 

nombre n, I’erreur commise — dderoitra sans cesse, et la limitc de 
I’expression (21), qui sera, en vertu de la formule (18), 

(23) 

ofFrira la veritable valeur de Taire du triangle propose. 
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Si Tun des aagles adjacents a la base B devenait obtus, on arriverait 
encore aux memes conclusions en substituant aux rectangles ci-dcssus 
inentionnes des parallelogrammes construits sur les memos bases, et 
dont les cotes pourraient etre parallbles a Tun des cotes du triangle 
donne. 

Considerons a present une pyramide a base triangulaire ou polygo- 
nale. Nommons B la base de cette pyramide, H sa hauteur, ct divisons 
cette hauteur en n portions egales a 

W) 

par « — I plans parallelcs k cclui do la base B. Los sections hiitcs par 
cos plans dans la pyramide scront scmblablcs a la base B, et les airos 
do cos sections seront rcspectivcmcnt 

4 ^» 9 ^> 

la valeur do ctant 

(,5) i=i. 

Cola pos6, Ic volume de la pyramide sera 6videmmenl sup6ri(!ur k k 
sommo des volumes des prismes inscrits qui auraient pour bases les 
sections dont il s’agit, ct inforicur k la somme des volumes <les 
prismes circonscrits qui auraient pour bases les memos sections et 
la base de la pyramide, la hauteur d(‘. cliaque prisnui etant la dis- 
tance A entre les plans do deux sections voisines, et ses cAtAs elant 
parallMcs k une droilo mcneo de, Tun quelconquo des points iiite- 
riours de la base B au sommet de la pyramide. Done, si Ton prend 
pour valour approchAo du volume do la pyramide. la somme des 
volumes des prismes circonscrits, savoir 

(26) M + + ■+:.. + n*bh = bh S(n*) - BH, 

Torreur comraise sera infArieure au volume = ~ du plus grand 
des prismes circonscrits. Si maintenant on fait croitre indAfinimont le 
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nombre n, I’erreur commise — decroitra sans cesse, et la limite de 


n 


I’expression (26), qui sera, en vertu de la formule (19), ‘ 

(27) 

offrira la veritable valeur du volume de la pyramide proposee. 


iBH. 


§ X. — Formides pour revaluation des logarithmes. 
Ddveloppement du logaritkme d’un bindme. 

• En prenant les logarithmes neperiens des quantiles que renierme 
la formule (i 5 ) du § VII, on en eonclut 


(0 


l(x + «) 


On aura done, pour des valours positives de a, 

(2) l(i-Ha)<« 

ct 

(3) - 1(1- «) = 1(737^) >«• 

Ajoutons quo, en vertu do la formule (lo) du § V, chacun des deux 
rapports qui constituent le premier et le dernier membre de la for- 
mule (i) aura pour limite I’unite, quand « deviendra infiniment 
petit. 

Soient maintenanta? une quantite quelconque, n un nombre entier 
tres considerable, et 


( 4 ) 


X 

a = — ■ 
n 


Lc binbme i-hcc sera le dernier terme de la progression aritlime- 
liquc 

(5) I, H-3«, i4-(« — 0«» 

QXuvrt* de C. — S. 11, t. X. ’2 
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et Tor aura identiquement 

D’autrc part, m etant un nombre entier compris entre les limitcs o, n, 
on aura 


I -^m a i-hma i-h 


moL 


{tn -h i)a 


:l — 


I “h ( /H -h I ) a 


et par suite les formules (2), ( 3 ) donneront, pour des valours posi- 
tives de a?, 


( 8 ) 


1 

■ 1 4 - ( m ■+■ i) a*j 

y 

i + nia J 


■ i-|-(m4-j)al 

r 

L H-ma J 


1 PC ^ 

J ^ J[ + (/?^ -4- i)a 


De ces derni^res, combinees avcc la formulo (C), on tircra 

(9) 

les valours dc lit, It, etant respcctivemcnt 


(10) 
(rt) 


■Jl — ■- ^ -H * * • H* 


I -h « 1 -H a PC 

i -t- a 


-I Ji--., 

r -h (/i i) a ^ i H- /ia 


-t- -- 


pc 




Lorsquc ai ct, par suite, a dovienncnt n6gatifs, la formulo (<)) doit 
elro romplacoe par la suivantc 


(la) 




Si Ton prend pour valeur approch6e dc l(n-a7) la quantile IM on 
la demi-somme c’est-k-dire si Ton pose 

(1 3 ) l(i “I" ss) 


at et 


I + « ^ i-t- a« 


— l)« IH- /t<3t 



ou bien 
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(i4) 


1/ V I oe a 

l(i + a?) = -o£H ^ 1 h.. . 

} 2 I -4- oc I -h 2 a 

( 


I 

^ — 


i-h(/i — 2)a n-(n — i)a 2 i + na 


il est clair que I’erreur commise ne surpassera pas, dans le premier 
cas, la valeur numerique de la difference 


(i 5 ) 


It, -11 = a 


a 

I -f-aj 


«x w* 

H-2? n(H-aj)’ 


et, dans le second cas, la moitie de cette valeur numerique. Done 
cette erreur deviendra infiniment petite pour des valeurs infiniment 
grandes de n ou, ce qui revient au meme, pour des valeurs infini- 
mcnl petites de a, et l(n- a?) aura exactement pour valeur la limite 
vers laquelle converge le second membre de la formule (i3), tandis 
que a s’approche indefinxment de la limite z6ro. 

Lorsque la valeur de a? est renfermee enlre les limiles — i, + 1 , 
e’est-a-dire lorsqu’on a 

(i6) 

alors, en d^,signant par m un nombre entier inferieur ou lout au plus 
egal a 71, on a generalement 


( 17 ) 


= « — 

1 -4- mo: 


et par suite la formule (t3) donne ^ 

(18) 1(14-35) = n« — a* S(n) 4 -a’ S(/i*) — a* S(n*) 4 -. . . 

OU, ce qui revient au m6me. 


(> 9 ) 


I(i 4 -®) = aJ — a?' 


,,S^ 


■so* 


S(n«) 

fi^ 


• 00' 


n* 


Si maintenant on fait croitre ind^tiniment le nombre n, alors, en 
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ayant egard aux formules (ry). (i8) du § IX, on reduira I’equa- 
tion (19) a la suivante 

O’* 

(20) l(i-ha;) = ^- — + -3-- 

Cette dernifere fournit la valeur exacte de l(i 4 - x), toutes les fois quo 
la valeur num^rique de x ne surpasse pas I’unite. Alors la seric 

(2.) y, -j, 

est necessairement convergente, ce qu’on pcut demontrcr dirccte- 
ment, attendu que le coefficient a# de j 7„, dans cettc seric, clant 
reduit ^ 


la valeur num4rique du rapport sera la fraction 


/i+r i 

1=1-+--, 

n n 


qui, pour des valeurs croissantes de n, s’approchc indefiiiimciU do la 
limite i. Ajoutons que la seric (21) sera encore convergente pour 
jj = r, ct qu’on aura par suite 

(32) 1 (a) z=i — - 4 - j ^ 


mais qu’ellc deviendra divergente pour x = — j, cc qu’il etait facile 
do pr6voir, puisqu’on a 

( 23 ) 1 ( 0 )=- 00. 


Enfin, si dans la fonnulc (20) on renoiplacc x par — a?, on on tircra 


( 34 ) 


-l(r 



a!® 

T 



Lorsque, k I'aide dos formules (i 3 ), (r4) ou (20), on aura calcul('< 
la valeur exacte ou approch6e de pour en d6duiro cell© do 
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L(i-i-x), la lettre L indiquant un logarithme pris dans le systeme 
dont la base serait, non plus le nombre e, mais un autre nombre quel- 
conque A, il suffira de recourir a I’equation 

L(i-f-r) Le LA ^ ___ i 

l(n-jc) “T7 ~Ta 

de laquelle on tire 

(a5) L(n- j;) = Le l(n-ir) ou L(i + a?) = 


Si dans fes formules( 2 o) et(25) on remplace x par elles donne- 
ront, pour des valeurs numeriques de x inferieures a celles de a. 


( 26 ) 

ct 


Jfj 

x)-=\a 

a 


7,a^ 



( 27 ) 


L^ci xy — Lci + 



2 Or 


3a^ 



Le, 


§ XI. — Leveloppement d^une puissance quelcontpue d^un bindme. 


Commc on a identiquement 

( 1 ) H- ; 2 ? = 

on cn conclura, en ayant egard a la formule (20) du § X, et supposant 
la valeur numerique de a; inferieure a Tunite^ 

(2) i + a! = /~* » 

On aura done alors^ quelle que soft la ralerur positive on n^ativc de 
I’cxposant [a, 

(3) (i4-a!>l‘=c'^V * » / 


ct, par suite, 

/ NM f X x^ \ a* a;®/ X 



2 
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ou, ce qui revient au meme, 

(1 + a?)l^= 1 + + y- j 4- . . . j 
, /a;* a?® 1 1 a?* \ 


(5) 


/ X^ \ 

Or, dans I’hypothfese admise, la somme 


X^ X* 



conscrvera une valeur finic cl delerminec quand on rcmplacm los 
differents termes dont celle somme sc compose par lours valours 
numeriques, et Ton pourra cn dire autant des sommes qiie renfer- 
ment les seconds membres des formulcs (4) et (5). Done alors la 
formulc (5) entrainera la suivante 


( 6 ) 


(i 4 -ar)l" = H-;xa?+^t _ _ ii + 

qui se reduit si 

(■ +^)i‘= . + ,.« + ,r- 


( 7 ) 


H {H — i)((x — «) ( /A — 3) . 

TiTlu -p + • • • ■ 


Pour determiner iramediatement Ic coodicienl do as" dans In second 
membre do Tequation ( 7 ), il sudit d’obscrver qu’en vortu dn la for- 
mulc ( 4 ) cc coefficient sera une fonction cntifcrc de fx du dogr 6 n, ot 
que lo mfime coefficient, dovant so roduire evidemmont k ssfiro pour les 
valours o, i, 2 , 3, n~i do Texposant fx, puis a I’unitd pour 
[X = w, se confondra n^cessairement avoc lo rapport 

1 . 2 * . . Ai ’ 
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c’est-a-dire avec la valeur de u que fournit Tequation (3) du § V, 
quand on y substitue la lettre |jl a la lettre x. 

Si dans I’equation (7) on remplace x par — a; et p. par — p, on 
obtiendra la suivante 


(8) (I - t + 

^ " 1.2.3 


1.2 


Cette derniere formule subsiste, comme I’equation (7), pour des 
valeurs numeriques de x comprises entre les limites 


x = — I, a ; = i . 

Si Ton considere, en particulier, le cas oil Ton .a 


I 

U = -) 
^ 2 

les formules (7) et (8) donneront 


(9) 


et 


( 10 ) 




1 

= 14 - 

2 



1.3 . 1.3.5 , 

2.4.6 2. 4*6. 8 




1 

14 — -a?4- 

2 


il? 

2.4 


^' 4 - 


.3.5 


2.4.6 




1.3. 5. 7 . 

2 .4 *6.8 


L’equation (9) fournit le developpement en s6rie de la racine carree 
du bindme i -h x, quand la valeur num^rique de x est inferieure a 
I’unitd. Do mSme, en posant successivement p= p = •••, on 

d6duirait de I’equation (7) les devcloppements en series de la racine 
cubique, de la racine quatribme, . . . de ce m^me binome. 

Conccvons a present que Ton generalise les. notations employees 
dans le § I, et quo Ton designs par 

(fA)„ et [p]^ 

los coefficients de a?" dans les d^veloppements des binomes 

(Hra!)l* et (i — 

suivant les puissances ascendantcs et entiferes de x, p reprfisentanl 
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uiie quantile quelconque et n une quantite entiere, positive, nulle ou 
negative. Alors on aura, pour « > o. 


HI) 


I. 2... /I 


pour n = o, lors meme que [x deviendrait nul, 

U'^) (fx)o= [fx]o = i. 

onfin, pour/i^ o, 

(■'3) ’ (fA)«=[f^]«=o; 

ct les formules (7), (8) pourront s’ccrire commc il suit 

(i4) + + 

tiy) (i — d;)-H'=H- + + .. 


Si dans I’equation (7) on rcoiplaco x par on obticndra la suivaiil(( 

(i6) (rt -(-ar)l''=rt!‘+ ^taV-^x + . . . 

(Uittc dcrnifero, qui subsiste pour des valours nunu'riquos dc x infe- 
rieures h cellos dc a, cst prociscinent cc quo deviont la Ibrinule (2) 
du § Il quand on y remplace m par (x. 


^ XII. — Trigonometne . 

lino longueur, comptec sur unelignedroite ou courbe, pout, coiniuo 
loutc csp&cc de grandeurs, 6trc rcpr6sonl6o soil par un nombro, soil 
par une quantity positive ou negative, savoir par un nombro lorsqu'on 
a simplcment 6gard a la mesure de cette longueur, ct par une quan- 
(itti, c’ost-k-dire par un nombro prec6d6 du signo ■+■ ou — , lorsque 
I’on considbre la longueur dont il s’aglt comme portbo k partir d’un 
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0 

point fixe, sur la ligne donnee, dans un sens ou dans un autre, pour 
servir soit a Taugmentation soit a la diminution d’une autre longueur 
constante aboutissant a ce point fixe. Le^point fixe dont il est ici 
question, et a partir duquel on doit porter les longueurs variables 
designees par dcs quantites, est ce qu’on appelle Vorigine de ces 
memes longueurs. On peut choisir a volonte le sens dans lequel on 
doit compter les longueurs designees par des quantites positives; 
mais, ce choix une fois fait, il faudra n^cessairement compter dans le 
sens oppos6 les longueurs qui seront designees par des quantites 
negatives. 

Dans un cercle dont le plan est suppose vertical, on prend ordinai- 
rement pour origine des arcs I’extremite 0 du rayon tire horizontale- 
ment de gauche k droite, et c’est en s’elevant au-dessus de ce point 
que Ton compte les arcs positifs, c’est-a-dire eeux que Ton designe 
par des quantitks positives. Dans le mkme cercle, lorsque le rayon se 
reduit a I’unitk, la quantite positive ou negative s qui represents un 
arc sect en meme temps a representer Tangle au centre compris cntre 
les rayons menes k Torigine et a Textremite de cet arc. Alors, pour 
obtenir ce qu’on nomme le sinus ou le cosinus de Tare ou de Tangle s, 
il sulfit dc projeter orthogonalement le rayon mene a Textremite de 
I’arc : i° sur le diametre vertical; 2 ° sur le diamktre horizontal. Si Ton 
prolongc cc mkme rayon jusqu’k la rencontre des langentes menses a 
la circonference par le point 0, origine dcs arcs, et par Textremite 
supkrieure P du diamktre vertical, les parties do ces tangentes inter- 
cept^es ontro la circonference et les points de rencontre seront ce 
qu’on appelle la tangents et la coiangente trigonom^trique de Tare s. 
Enfin les longueurs comptees sur le rayon prolong^ entre le centre du 
cercle et les points dc rencontre seront la sdcante et la cos^ante du 
mfime arc. Les sinus et cosinus, tangente et cotangente, secanto et 
cos6cante d’un arc ou d’un angle s sont ce qu’on nomme ses lignes tri- 
gonomdtriques . On dksigne encore quelquefois sous ce nom deux lon- 
gueurs appel6es sinus verse et cosinus verse, dont la premikre est com- 
prise entre Torigine de Tare s et la projection de Textr6mitk de cet are 

OKaiirtt da C. — S. II, t. X. 
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sur le dianietre horizontal, tandis que la seconde est comprise entrc 
rexlreraile superieure du diametre vertical et la projection de I’cxtre- 
mite de I’arc sur le ineme diametre. 

Si Ton represente suivant I’usage par 

TT = 3 , 1410926. . . 

le rapport do la circonfercncc an diametre, la circonlerence enliere, 
dans le cercle qui a pour rayon I’unite, sera exprimee par 2 tc, la nioitie 
de la circonference par t:, et Ic quart par Cela pose, il est clairquct, 
pour obtenir rexlremite de I’arc 

.v-hs/iir ou X — 2/47: 


(// ctant un nombre onticr), il laudra porter sur la eireoiilorcunK', It 
parlir do rextrcmilo de I’arc s, dans le sens des ar(!s positils, oti dans 
le sens des arcs negatifs, line longueur egale ii a/tTc, (‘-’(ist-a-dire |»ar- 
courlr/ifoislacirconfcrcncociUiero dans un sens 011 dans I’antre, (*<1 
qui rambncra neccssairementau poinl d’oii Ton <Uait parti. 11 (Ui resnlle 
(fue roxtreinite de Tare. 

.V ± 2 TT 


coincide loujours avee cello d(' Tare s, et que e.es (buix ares out preei- 
s6mcnt Ics memcs lignes trigonoiuo.triques. 

D’apri's ce qui a ele dit ci-dessus, le sinus ('t le e.osinus verse d’lin 
arc se rnesurent sur le diami'tre vertical, le cosinus (d. le sinus vers<‘ 
sur le diamhtre horizontal, la tangente Irigonometrique ('t la t'.olan- 
gcnle sur Ics tangentes menees a la circonference par I'origine des 
arcs et par rexlremi'te superieure du diamMre vertical, enlin la secanle 
et la cosecante sur le diametre mobile qui passe par r<ixtremite tie 
Pare. De plus le sinus, le cosinus, la s6canle et la cosecante out pour 
origino commune le centre C du cercle, tandis que i’origino 0 des lun- 
gentes et des sinus versos so confond avoc Torigino des arcs, rorigine 
P'dcs cotangentos et des cosinus verses etant roxtr6mit6 8up6rieure 
du diamfetro vertical. Enfm on est g^n^raloment convonu do ropre- 
sontcr par des quantit^s positives Ics lignes t'rigonomdtriquos do Pare s 
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dans le cas ou cet are est positif et moindre qu’un quart de circonfe- 
rence; d’ou il suit que Ton doit compter positivement le sinus etla 
tangente de bas en haul, le cosinus verse de haul en bas, le cosinus 
et la cotangente de gauche a droite, le sinus verse de droite a gauche, 
cnfin la secante et la cosecante dans le sens du rayon mene a I’extre- 
inite de I’arc s. 

En partant des principes que nous venons d’adopter, on reconnaitra 
immediatement que le sinus verse, et le cosinus verse sont toujours 
positifs, et de plus on determinera sans peine les signes qui doivent 
alfecter les autres lignes trigonometriques d’un arc dont Textremite 
est donnee. Pour rendre cette determination plus facile, on con^oit le 
cercle divise en quatre parties egales par les diametres horizontal et 
vertical, et ces quatre parties sont respectivement designees sous le 
nom de premier, deuxifeme, troisieme et quatrieme quart du cercle. 
Les deux premiers quarts de cercle sont situes au-dessus du diametre 
horizontal, savoir le premier a droite et le deuxieme a gauche. Les 
deux dcrniers sont situes au-dessous du meme diametre, savoir le 
troisieme k gauche et le quatrieme a droite. Cela pos^, si I’on cherche 
les signes qui doivent etre attribuks aux diverses lignes trigonome- 
Iriques d’un arc autres que le sinus verse et le cosinus verse, suivant 
que I’extremite de cet arc tombe dans un quart de cercle ou dans uh 
autre, on trouvera que ces signes sont respectivement 

Dans Dans Dans Dans 

lo i^quartdo cercic. lea*. lo 3*. le 4*- 

Pour lo sinus ot la cos6canto -h -f- — — 

Pour lo cosinus ot la s^canto + — — 4 - 

Pour la tangento et la cotangente — -h — 4 - — 

On pent remarquer a ce sujet que le signe de la tangente et de la colan- 
gonte est toujours le produit du signe du sinus par le signe de cosinus. 

Deux arcs representks par deux quantiles s, t sont appeles suppld- 
ments Tun do I’autre, lorsqu’on a 


(0 


5 4* ^ 7C. 
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IIs seront compldmenis Tun de I’autre si Ton a 

(2) — — ■ 

Alors on se trouvera evidemment ramen6 a I’extremit^ de I’arc 



si Ton porte son complement i, dans le sens oil Ton comptait primili- 
vement lesarcs negalifs, non plus a partir do I’origine commune 0 des 
arcs et des fangentes, mais a partir de I’originc P des cotangontes (|iii 
coincide avec Textr^mite de Pare Done a la place d’un arc s on 
obtiendra son complement t, si, Textremite de Parc restant la nicnie, 
on transporte Porigine de cot arc de 0 en P, et si Pon convient on 
memo temps de compter les arcs positifs, non plus dans le sons OP, 
mais dans le sens PO. D’ailleurs, en operant ainsi, on echangera ovi- 
(lemmentlc rayon CO menc ii Porigine des tangentes, cl sur lequol se 
mesuraient les cosinus positifs, centre Ic rayon CO mono ii Porigine 
des cotangentes, et sur leyucl se mesuraient les sinus positifs. Done le 
cosinus, la tangente ct lacosticante de I’are. s se confondront aven* lo 
sinus, la tangente et la secanle de son complement /, on sorto qu'on 
aura gdneralement 

(4) coss = sin — .v^, «ot.v — lang^j — cosec.v -.t see^^ — .vj, 

Comme, dans le triangle rectangle qui a pour hypotenuse le. rayon, 
ct pour deuxiiime c6t6 le cosinus on le sinus, le troisiimie c(Ue e.st evi- 
demment egal au sinus ou au cosinus, on pout alfirrncr quo le sinus 
ct le cosinus d’un memo arc s sont li6s entre cux par P^qualioii 

(5) 

I)e. m^mc, en consid6rant le triangle rectangle qui a pour eiUos la 
s^cante, la tangente ot le rayon men6 au point 0, ou la cosecanle, la 
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cotangente etle rayon mene au point P, on trouvera 

{ 6 ) s6e’ 5 = i-t- lang*5 


on 

(7) cosec®5 = 14- eot®s. 

Ajoutons que, ces triangles rectangles etant semblables entre eux, les 
cotes du premier ou les valeurs numeriques de 

cosf, sin£, I 

seront proportionnels aux cotes du second, c’est-a-dire aux valeurs 
numeriques de 

1, tang£, secs, 

et aux cotes du troisifeme, c’est-a-dire aux valeurs numeriques de 

coti, 1, cos6ci. 

Done les valeurs numeriques des lignes trigonom6triques 

lang.?, s6cs, cots, cosies 

seront respeclivement egales aux valeurs numeriques des rapports 

sing 1 coss I 
cosg’ coss’ sins’ sins’ 


(it, comme elles seront positives ou negatives en meme temps que ces 
rapports (voir ci-dcssus le Tableau relatif aux signes), on aura neces- 
sairement 


(«) 


langs = 


sins 

coss 


s6cs = 


I 

coss’ 


cots = 


coss 

sins’ 


cos6os= -re- 
sins 


Enfm sivs o.t cosiv^, e’est-a-dire le sinus verse et le cosinu§ verse de 
I’arc ,f, seront evidemment determines par les formules 


(9) sivs = i — coss, cosivs=;i — sins. 

* 

Done toutes les lignes trigonometriques d’un are a peuvent etre faci- 
lement exprim6es it I’aide du sinus et du cosinus de cet arc. 



102 RiSUMJ^S ANALYTIQUES. 

Los extremites du cosinus et du sinus d’un arc etant precisement 
les projections de Textretnit^ de I’arc : r° sur le diametre horizontal, 
2 ° sur le diametre vertical, il est aise de voir que les arcs 

s el —s 

onl le meme cosinus, mais des sinus egaux et des signcs contraircs. 
Done 

(10) cos(— .?) = coS5, sin(— s)=r— Sins. 

On trouvera de meme 

(11) cos( 7 r H- .v) cos.?, sin( 7 H- — sin.v 

et gen6ralement, en desigiiant par 2 ^h-t un nombn* impair (|uel- 
conque, 

(12) cos[s ± (2 A’ 4- i) 7 r] = ~ coss, sin[.f ± (2 Ah- i)?:] . ■ siu.v. 

On aurail, au conlrairc, on designantpar 2 /' un nomhre pair, 

(1 3 ) COS(.?± 2 ^ 71 ) — COS.V, siu(,v ± 2A7t) - sin.v. 

Enfin, si Ton romplacc s par - s dans les formules (it) et dans les siii- 
vantes 

(14) c.os^^ — --sin.?, shi^"— cos.?, 

on en tircra 

(15) cos(ir — .?) -.---COS.V, sin(7T--.?) sin.? 

et 

(16) cos^^ 4 -.?^ . — sin.?, siu^^ -l-s^ cos.?. 

On pourrk done exprimef en fonction do sins el de eoss les sinus td 
cosi nus des arcs 


.?, -±.s, rt±s, .?±aAit, s±(2A4-0«* 


et m6mc lours autres Ugnos trigonometriques, dont les valours sc dd- 
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cluiront aisement des formulas (8), (9), combinees avec les equa- 
tions (10); (ii), (12), (i 3 ), (i4), (i 5 ), (16). 

Observons encore que, s etant un arc quelconque, le rapport - sera 
necessairement compris entre deux termes consecutifs de la progres- 
sion arithmetique 

iiidefiniment prolongee dans les deux sens. Soit m le terme le plus 
voisin dn rapport ^5 m designant une quantite enti^re positive ou ne- 
gative. On aura 

(17) i=m±e, 

0 rcpresentant un nombre inf6rieur ou tout au plus egal a puis, en 
posanl, pour abreger, 

±:di: — (X, 

on lircra de I’equation (17) 

(18) s = mTt-h(x, 

a designant un arc positif ou negatif, mais renferme entre les limites 
5 , 4- 5 . Cola pose, les formules (12) et (i 3 ) donneront 

(ij)) cos.? = cos a, sins = sin a, 

si la valeur numerique de m est paire, et 

(.20) coss = — cos«, sins = — sin«, 

si la valour numerique do m cst impairc. 

Concovons maintenant que a, p repr^sentent les deux angles aigus 
d’un triangle rectangle. Ces angles etant complements Tun de I’autro, 
a, p scront deux quantiles positives inferieurcs a | etli6es entre ellcs 
par r^quation 

a ^ 

(ai) « + 
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Soient d’ailleurs a le cote oppose a Tangle a, 6 le c6te oppose a 
Tangle etc Thypotenuse. Le triangle dont il s’agit sora semblable 
a tons ceux qui offriront les mepies angles, par consequent a celui 
qui, dans le cercle d6crit avec un rayon Equivalent a Tunite, aurait 
pour premier cote le cosinus de Tare «, et pour hypotenuse Ic rayon 
mene a TextremitE de cet arc, le second cote Etantalors egal ii sin a. 
Done les cotEs 

a, b, c 

du premier triangle seront proportionnels aux cotes homolognos 
du second, e’est-a-dire aux trois quantiles 

sin« = cosj3, cos« — sin^, i, 

en sortc qiTon aura 

, . ah 

' sin a cosa 

Lorsque dcs cinq quantitEs 

a, (3, a, h, c 

deux sont donneos, on pent aisEmenl, a Taide des fornniles (a i), (aa), 
determiner les trois autres, pourvu quo li's quantiles donnees lu' 
soient pas les deux angles a, p. Kn cfiel, si Ton donne on des an- 
gles a, p, Tautro so doduira imrnediah'uieni de Tecjualion (ai). Done, 
alox's Tangle a sora connu, (*t, si Ton donne en outre une des Irois 
longueurs a, b, c, la formule ( 22 ) rournira les valeurs des deux 
autres. 

On trouvera, en particiilicr, si a csteounu, 


(43) 

ft = a cola, 

cr-,:rteos6(‘.«] 

si h cst connu, 



(34) 

(7= ft tang «t, 

cr-: ftsdea, 

et, si c cst connu, 



(35) 

assosinet, 

ft=;cc06a. 
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Si Ton donnait deux des trois longueurs a, b, c, on d^terminerait 
immfediatement Tangle a par Tune des trois equations 

(20) sina=-, cosa=-j tanga=TJ 

C C O 

puis on obtiendrait la troisieme longueur en operant comme dans la 
premiere hypothese. 

Deux droites tracees arbitrairement dans Tespace sent censees 
former entre elles les m§mes angles que formeraient deux autres 
droites parallfeles aux premieres et passant par un meme point. Cela 
pose, 6 tant donn 6 es deux droites, situees ou non dans un m 6 me plan, 
qui comprennent entre elles Tangle aigu a, et une longueur c mesuree 
sur la premiere droite, si Ton projette orthogonalement eette lon- 
gueur : I® sur la seconde droite, 2“ sur une droite qui soit perpendi- 
culaire a la seconde dans un plan men 6 par celle-ci parallfelement a la 
premifere, les deux projections se reduiront 6 videmment aux deux 
c 6 t 6 s a, h d’un triangle rectangle dans lequel Thypotenuse 6 gale a c 
formerait avec le c 6 t 6 b Tangle a. Par suite, on deduira de la seconde 
des equations (24). jointe a la seconde des equations ( 25 ), le theo- 
rfeme que je vais enoncer. 

TntORfiME I. — Une longueur c rrmurde sur une droite est iquModenle a 
sa projection sur un aoce quelconqm multipUee par la sicaMe de V angle 
aigu a que cette droite forme avec I’axe. La projection dh-m&me iquivaut 
d la longueur c multiplide par le cosinus de V angle a. 

Consid^rons k present, dans un cercle dont le rayon serait R et le 
diamiitre 

D = 2R, 

Tare compris entre deux rayons qui formeraient entre eux un angle 
double de Tangle aigu a. Get arc sera represents par 2a si R se reduit 
k Tunite, par 2Ra dans lo cas contraire; et, si Ton nomme a la corde 
de ce mfime arc, {a sera le c 6 te oppose b Tangle a dans le triangle 
rectangle qui aura pour hypotenuse Tun des rayons ci-dessus men- 
OBmrea de C. - S. 11, t. x. i4 
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tionnes. Cela pos6, on tirera de la premifere des formules (aS), en y 
remplagant a par \a et c par R, 

(37) |a = Rsin«, a = 2Rsina = Dsin«, 

par consequent 

~ =D. 
sma 

D’ailleurs, les deux portions de la circonf6rence siluees do part el 
d’autre de la corde a seront evidemment des segments capablcs dos 
angles a, T:~a, qui offrent le meme sinus. On peut done enoncer la 
proposition suivante : 

TmliORfiME II. — Dans un cerck quekonque, k rapport quiexiste mire 
la corde d’un arc el k sinus de tout angk inscrit dont les aWs compren- 
nenl entre eux ce mime arc dquivaul au diamitre. 

Soient maintenant a, b, c les trois c6tes d’un triangle quciconque, 
et a, p, y les angles opposes k cos c6t6s. Les quantit6s a, p, y, toutos 
trois positives et inferieures a it, seront li6cs entre olios par I’oqua- 
tion 

(28) a+(3+y = ir. 

De plus, si Ton noinmc D le diamfetre dii ccrclo circonscrit au triangle, 
on aura, on vortu du thoorbmo 11, 

^ siu« ~ siiiP “ sitiy ~ 

Enfin, si, cn prenant le c6te c pour base du triangle, on nomntio h sa 
hauteur, a, b deviendront les hypotenuses de deux triangles rectan- 
gles qui auront pour cdt6 commun la hauteur A, les angles oppos^ts k 
C6 cdU commun 6tant respectivement Tangle p ou 8on'‘8uppl6mont 
It — p et Tangle « ou son supplement ic — Done, en ayant 6gard aux 
formules 

sin(iT--«)ss8in«, sln(7r— p) sssinp, 
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on trouvera, dans tons les cas, 

(30) /i = ctsinp = 6sma. 

Ajoutons que la base c du triangle donne sera ^videmment egale a la 
somme des cotes non communs des triangles rectangles, si les deux 
angles a, p sent aigus, et a la difference des mSmes c6t6s, si Tun de 
ces angles, a par example, devient obtus; d’oii il suit qu’on aura, dans 
le premier cas, 

(31) c=:acosP + i>cosa 
et, dans le second cas, 

c = a cos (3 — b cos(7r — a). 

Or, en combinant la dernifere formula avec I’equation 

cos (it — a) = — COS a, 

on rctrouve precisement la formule ( 3 i), qui est ainsi demontree, 
lors mfeme qu’un des angles a, p cesse d’etre aigu. 

Lorsqu’on pose Y=f^’ formulas (28) et (29) se reduisent, 

comme on devait s’y attendre, aux formulas (21) et (22). Observons 
encore que la formulo ( 3 o) entraine evidemment I’egalite des rap- 
ports 

a b 
siua’ sinj3’ 

et s’accorde ainsi avec la formule (29). 

Lorsque dans un triangle on donne trois des six 616 ments 

a, b, c, oc, p, y, 

on pout ais6ment determiner les trois autres k I’aide des formules (28), 
(29), (3o), (3i), pourvu que les elements donnks ne soient pas les 
trois angles a, p, y- Dans cette dernikre hypothfese, on ne pourrait 
evidemment determiner que les rapports existants entre les cotes. 
Mais, si Ton donne un c6te a avec deux angles, aprfes avoir calcuie le 
troisikme angle k I’aide de la formule (28), on connaitra certainement 
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a et a, par consequent 

(33) D = ^, 

^ ^ sma 

par le moyen de la formule (29), de laquelle on tirera 

(33) Z> = DsinP, crrDsiny. 

Si Ton donnc deux coles h, c, avec Tangle p oppose a Tun d’eux, on 
connaitra encore 

b 


(34) 


1 ): 


sin^’ 


puis, on obtiendra successivoment y, a ct a par le moyon dcs for- 
mules (29) et (28), desquelles on tirera 

(33) siny = g, a=:7t — (P + y), ff=I)sina. 


Si Ton donnc deux c6t6s i el c avee Tangle compris a, alors, |)Our 
determiner a et p, on aura los formulcs (3o) el (3t) ou 


(30) 

avec la suivantc 


a sin (3 =: b sin a, 
a cos j3 = c — ft cos a, 


(87) cos*p-+-sin*p-ri, 

et Ton cn conclura : i** on 61iin inant a 

(38) COl(3=:|cota -i; 

2° on ^Hminant p 

(89) rt*nr. ft*+c*— aftCCOSflC. 

D’aillours, p 6tant connu, on pourra calculer y ct a comme dans lo cas 
pr6c6dent. Enfin, si Ton donnc les troia cdt6s a, b, c, on d6termincra 
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I’angle a par le moyen de I’equation (Sg), de laquelle on tire 


( 4 o) 


6'-)-c= — a* 

COSa = r 5 

IOC 
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puis D, p et Y par le moyen de la formule (Sa) jointe k celles-ci 

(40 sinp = p y = 7r — (a + (3), 

Lorsque dans la formule ( 3 i) on substitue les valeurs de a, h, c 
tirees de la formule (29), savoir 

a = Dsina, 6 = Dsinp, c = Dsiny, 

on en conclut 

sin y = sin a cos p + sin p cos a. 

En combinant cette derniere avec la formule (28), de laquelle on tire 
siny = sin(7r — a — P) = sin(a4-(3), 

on trouvera 

(43) sin(aH-( 3 ) = sin«cosP + sinPcosa. 

La formule (42) se trouve ainsi d6montree dans le cas oii a, p sont 
deux quantites positives propres k representer deux angles d’un 
triangle quelconque, c’est-k-dire deux quantites positives dont la 
somme ne surpasse pas le nombre tc. Elle subsistera done, si a et ^ 
sont deux angles aigus; et de plus, si, a, ^ etantdeux angles aigus, 
on remplace dans I’equation (42) a par -it — a, la formule ainsi 
obtenue, savoir 

sin(ir — a-(-p) = sin(TC — a)cosP + sinp cos(7r — a), 

ou 

( 43 ) sin(« — P) = sinacosP — sinpeosw, 

subsistera certainement dans le cas ou it — a 4- P sera infferieur k 1:, 
c’est-k-dire dans le cas ob Ton aura 


«>( 3 . 
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D’aiiieurs, en ayant egard aux equations 

sin( — a) = — sina, cos( — a) = cos«, 

. sin(— j3) =r— sinp, cos(— P) = cos(3, 

sin(— « — (3) = — sin (a -H (3), 
sin(— a 4- p) =— sin(a — P), 

on reconnaitra sans peine : i° que, pour obtenir T^uation ( 43 ), il 
suffit do remplacer dans I’^quation (42) P par — P; 2“ qu’on n’altcrc'. 
point les formules (42) ot( 43 ) quand on y remplace simultanement 
a par — a et p par — p. Done la formulc (42) subsistc pour toutos 
les valeurs positives ou negatives do a et do p renformees entro les 

limites — 4- -• 

2 2 

Soient maintenant a?, y deux arcs quelconques positifs ou negatifs. 
D’aprfes ce qui a 6t6 dit plus haut, on aura 

(44) aj = m7C-|-a, j=:«it4-p, 

m, n designant doux quantites entibros positives ou negatives, ct a, p 
deux quantiles comprises ontre les limites — ir, + ic. Cola pose, pour 
passer de I’^quation (42) k la suivante 

(45) sin(a! + (3) =:sina;cosP +• sin^ cosa?, 

il suffira d’observer que Ton a 

sin (7»7t 4 - a 4-p) ™sin(a +• P), 
sia(nin4-a) ~sin«, 

C0R(nnc4-a) — cosa, 

quand m cst pair, el 

sin(OT7t4-a4-p).- ~sin(«+-P), 

Bin(OT7r-+-a) =— sin«, 

COS(m7t4“«) = — C08«, 

quand m est impair. Par la mfimo raison, do la formulo ( 45 ) on 
dMuira imm6diatement celle-ci 


( 46 ) 


sin(<» 4- j/) =: sina? cos/ 4 - sin/ cos a?. 



RfiSUM^S ANALYTIQUES. Ill 

Si dans cette derniere on remplacey par — j, elle donnera 

( 47 ) sin(a;— j) = sina?coS7 — sin/cosa;. 

Enfin, si dans les formules (46) et(47) on remplaee a: par — a?, on 
en tirera 

(48) cos(a?— j) = cosa;cosj+ sinaisin/, 

( 49 ) cos(a; + 7) = cosajcosj' — sina?sin/. 

Les formules (47)» (48), (49) subsistent, comme la formule (46), 
pour des valeurs quelconques positives ou negatives des arcs cn et y. 
Les formules (46), (49) pouvant s’ecrire comme il suit 


sin (aj-h j) = (tanga; -t- tang j) cos a; cos 
cos (a; + j) = (i — tangictangy) cosa; cosj^, 


on en conclut, en divisant la premiere par la seconde, 

( 5 o) 

puis, en remplagant j par —y. 


^ , , . tangaj -t- tangy 

tang(a?+y)= , 

'' ' I — tanga; tangy 


( 5 i) 


tang(aj— y) = 


tanga; — tangy 
I -H tanga; tangy 


De plus, si dans les formules (46), (49)* (5o) on pose y = x, elles 
donneront 


( 52 ) 

( 53 ) 

(54) 


sin2a;=: a sina;cosa;, 

cos 2 a; = cos* a; — sin* a; = a cos* a; — 1 = 1—2 sin* a;, 
_ 2 tanga; 


tangaa;: 


■ tang* a; 


On tire encore des formules ( 46 ), ( 47 ), (48), ( 49 ) 

( sin (a; + y) 4- sin (.2; — y ) = 2 sin a; cosy, 
sin (a; -t-y) — sin (a; — y) = a siny cosa;, 

}) < 

j cos (« — y) 4- cos(a; 4-y) = 2 cosa; cosy, 
I cos(a; — y) — cos(a; 4 -y) = asina;siny; 
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puis, en posant 


a! + y=zp, x—y = q 


ou, ce qui revient au m^me. 


2 ’ 


on en conclut 


J = 


p-q 

> 

2 


(56) 


sinfl — sin<7 _ tang|(/g — y) 
sin/)-i-sin^ ~ tang|(/) + g')’ 


cos 7 — cos/? 

COS7H-COSj9 


= tangH/> - 9) tang|-(p + q). 


En combinant la premiere des equations ( 56 ) avcc la formule (29), 
on trouvera 

(5 \ tang^(P — y) _ sin p — sin y _ b — c 

tang^(j3-l-y) ~ sinp + siny 6 + c’ 


Or, do cette dcrnifere, jointe a T^quation (28), on deduira les sui- 
vantes 


(58) 



(3 + y = TT — 




b - c 
b -t- c 



a I’aidc desquelles on pout dans un triangle determiner inunediate- 
mentlns angles p oty, quand on connait I’anglc a et les cotes qui le 
coinprennent. 

Les fbrmulos (Sa) ct ( 53 ) donnent 


(Sg) 

(60) 


sin« = a sin - cos-. 

a a 


cosa = acos*- — tv=i — asin*-- 
a a 


En combinant la formule (60) avoc I’^quation (Sg), on Irouve 

(61) &®=(6 + c)*— aicco8*j =(6 — c)*4-ai^csin’2j 
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puis, en observant que, dans un triangle quelconque, on a 

o<a<ir, o<-<-j 
2 2 

et que, en consequence, 

. a a 

sm-j cos- 
2 2 

doivent etre positifs, on tire des formules ( 6 i) et (59) 


(62 ) 

a I 

COS - — - 
2 2 

~(a + b + e)(b-hc — ay 
be 

2 

9 

( 63 ) 

. a I 

sin - = - 
2 2 

"( a ^ — c) f or — ^ -h c)“ 

1 

2 

be 

9 

( 64 ) 

[( a + b -h c) ( b + c — a) (c -h a — b) (a -h 6 — c)l® _ 


Chacune des formules (62), ( 63 ), (64) peut etre substitute avec 
avantage a la formule (4o), quand il s’agit de determiner les angles 
d’un triangle dont on connait les trois c6tts a, h, c. Si d’ailleurs on 
nomrae h la hauteur du triangle, le cott c ttant pris pour base, la sur- 
face sera, en vertu de la formule ( 3 o), egale a 

,-ic sin a, 

2 


et, en vertu de la formule (64), & 

— a) (i — b) (s — c), 

s representantle dcmi-ptrimfetre — 

Tanlquel’arcarestepositifetinftrieur hie, alors, cos^ et sin| ttant 
necessairemont positifs, on tire de la formule (60) 


(65) 





— cosa 
2 


A I’aide de ces derniferes tquations rtunies k la formule cosic = — i, 
on dtterminera sans peine les sinus et cosinus des arcs reprtsentts 
OKufTM <20 C. — s II, t. X. 1 5 
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par le troisieme, le quatri^me, ... terme de la progression geome- 
trique 


( 67 ) 


(C8) 

( 69 ) 


(66) air, 7t, 


En y joignant les sinus et cosinus des arcs it et 2 it, on trouvera 


1 


7 T 


Tt 

I 

TT 

_ y/'! H-y^ 

\ COS 27 r — I, 

cosTr = -' I, 

COS- 

2 

= 0 , 

COS r 

4 


COS-y: 


j 


. TT 


. ir 

1 

. TT 

- y*~yi, 

/ sin 25 r=:o, 

SiOTT-O, 

Sin - 

— Jf, 

sin 7 
4 

H" — 7 

s.n : 



2 


V 2 

•>, 

On aura par suite 










t 

TT 


TT 

/y - V' 

tangait = 0 , 

tangit — 0 , 

tang- = 

-> 

0 

langj 

-h 

lang^ - 

\!( -i-y/'f / 

s 4 c 2 ir = i, 

sec 7 r=: — I, 

, 7 t 

sec - 
2 

I 

. n 

SCO 7 

4 

■■[/‘j, 

, TT 

see. - 

',4 



0 


H 



On peut encore determiner facilemont les sinus et les cosiniis des ares 
compris dans la progression g4om4trique 


( 70 ) 


*2 IT 7C IT TT 

T’ 3’ ()■’ Ta’ 


et d’abord, comme. dans un triangle regalit 6 des trois cotes a, h, c 
entrainc Tcgalit^ des trois angles a, y, on conclura de la (br- 

mule ( 28 ) quo j represente un quelconque des angles d’lm trianglt' 
bquilateral. Cola pos 6 , on tirera des formules (4o)» ((>4). <‘n y laisant 

a C, 


etde ces dorniferes, r^unics aux Equations (.52), (.53), (6.5), on dbduira 
le systbmc des formules 


cos- 


ATT 


TT 

COS^ : 


1 

’■» 

2 


COS; 




— » 
'2 


COS 


7C , ^ -h ^/3 




( 7 O 
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On aura par suite 


, 27r 

ta“gT = 


tang| = v'' 3 , 

* 7: I 

'”*6=73' 

* ^ 

tang- 

, 27t 
seCy = 

-2, 

s6c| = 2, 

, ir 2 
sec^ = -pj 

6 i/8 

sec-1 

12 


Va+v’S 

2 

Va + ^3 


Au reste, on peut etablir directement la formule 


.IT IT 371 I 

Sin7r = COST: =— C0S-5- = -) 

6 d 3 a 


en observant que I’arc | a pour complement pour supplement 
et que 2sin| represente le cote de I’hexagone inscrit au cercle dont 
le rayon est I’unite. 

Observons encore que, si I’arc 2a est renferme entre les limites 0, 
It, cet arc, dans le cercle qui a pour rayon I’unite, sera necessairement 
plus grand que sa corde 2 sina et plus petit que la somme 2 tanga des 
deux tangentes menees par ses extremit^s et prolongees jusqu’a leur 
rencontre mutuelle. On aura done alors 


sin a 

2 sm« < 2« < 2 tang« = a > 

° cos a 


puis on en conclura 


i< — < 
SlDiX 


I 

COS IX ’ 


ou, ce qui revient au m^me, 

(74) i>^^>cosix. 

Cette derniferc formule, n’etant point alt^ree quand on y remplace a 
par - a, subsistera certainement pour toutes les valeurs de a comprises 

entre les limites - -• II est d’ailleurs facile de s’assurer qu’elle 

2 2 

s’^tend a toutes les valeurs de a renferm 6 es entre les limites — it, 

+ Tt. 

Si maintenant on suppose que la valeur num^rique de a diminue et 
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s’approche indefiniment de la Umite zero, on aura 


(76) linicosa=:i. 

Par suite, la formule (74) donnera 


(76) 


sma 

liin —I, 

a 


etde cette dernifere, combinee avec I’equation (75), on tirera encore. 


sin<x 

lim = I, 

a cosix 


ou, ce qui revient au memc, 
(77) 


lancet 

lim — — t. 
a 


§ XIII. — J)es expressions imaginaitTs ct de hurs m.oditl(>s. 

En Analyse, on appolle expression symboligue ou symhole toule (wnn- 
binaison do signes algdbriquos qui no signifio rion par ellc-morne, on 
a laquollc on altribuo uno valour differonto do colie qu’olle doit natii- 
rellcmont avoir. On nommo do m6mc Equations symboliques toutos 
cellos qui, prises a la lottro ct intcrj)r(jt6os d’apres los <ionvenlioiis 
g6n6ralcmont clablios sont inoxaclos, ou ii’ont pas do sons, mais dos- 
quollcs on poutd^iduirc dos rosultats oxa<‘.(s, on modiliant (d. alterant 
scion (los rtiglos lixos ou 00s (iquations ollo^5-m(‘i^l(^s ou los symbob'.s 
qu’ollos ronformont. E’cmploi dos expressions ou (Ujuations syniho- 
liquos cst souv(5nt un inoycn do simplifior los (salculs et dVuu'ire sons 
uno forme abrogco dos r6sultat8 assez compliqucis en apparenco. d’ost 
CO qu’on a deja vu dans le § IV, oil la formulo ( 4 i) fournit uiie valour 
symbolique triis simple do I’inconnuo x assujettie ii viirifior los Aqua- 
tions (39). Parrai los expressions ou Aquations symboliques dont la 
considAration ost do quolquo importance on Analyse, on doit surtout 
distingucr cellos quo Ton a nommAos ima^aires. Nous aliens mon- 
trer comment I’on pout Atre conduit k en faire usage. 
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D’apres ce qu’on a vu dans le paragraphe precedent, le sinus et le 
cosinus de I’arc sont donnes en fonction des sinus et cosinus 

des arcs a; ety par le moyen des formules 

( cos(a; + y) = cosajcosy — sin^sin/, 

(') ) . , , . 

Sin ( j? -h/) rz sina? COS/ H- Sin/ cos^. 

Or, sans prendre la peine de retenir ces formules, on a un moyen fort 
simple de Ics retrouver a voIont4. II suffit, en effet, d’avoir 6gard a la 
remarque suivante : 

Supposons que Ton multiplie Tune par I’autre les deux expressions 
symboliques 

cosj; + sina?, 
cosy -h \/'^ sin j, 

en op6rant d’apres les rbgles connues de la multiplication alg6brique, 
comme si elait une quantite reelle dont le carr6 fut egal a — i. 
Le produit obtenu se composora de deux parties : Tune toute reelle, 
I’autre ayant pour facteur ; et la partie reelle fournira la valeur 
de cos(aj 4 - 7 ), tandis que le coefficient de V— i fournira la valeur de 
sin(iD +y). Pour constater celte remarque, on ecrit la formule 

cos(a;-f-7) H- v/^ sin(a? + 7) 

= (cosj» + \/^ sina?) (cosy -h \/^ sin/). 

Les trois expressions que renferme I’equation pr6c6dente, savoir 

cosaj-f-y/’— isina;, cos/ + \/^ sin/, cos(a! 4 -/) -f-v^sinCaj + z), 

sont trois expressions symboliques qui nc peuvent s’interpreter d’apr'es 
les conventions g6n6ralement 6tablies, et ne representent rien de r6el. 
On les a nommecs pour cette raison expressions imaginaires. L’6qua- 
lion ( 2 ) elle-mfijme, prise k la lettre, so trouve inexacte et n’a pas de 
sens. Pour on tirer des r6sultats exacts, il faut, en premier lien, d6ve- 
lopper son second membre par la multiplication algobrique , ce qui 
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reduit cette equation a 

I cos(aj+/) -Hv/— isin(>a:-t-_K) 

( ^ ) / 

~ cos^ cosj* — sina? sin/ + ( sina? cos/ 4- sin/ cos^) v - 1 . 

II faut, en second lieu, dans I’equation (3), egaler la partie recllc du 
premier membre a la partie reelle du second, puis le cocfFicicnt dc 
\l~i dans le premier membre au coefficient de \l— i dans Ic second. 
On est ainsi ramene aux equations (i), que Ton doit consid^rcr comme 
implicitement renfcrmecs Tunc ot I’autre dans la formule ( 2 ). 

En gendral, on appello expression imaginaire toute expression sym- 
bolique do la forme 

a-\-h \ — I , 

a, b designant deux quantites r6elles, et Ton dit que deux expressions 
imaginaires . 

a + Z> y' -- 1 , c + rf V “ * 

sont 6galea cntre elles lorsqu’il y a egalit6 dc part (d d’aulrc^ : 1 “ outre 
les parties rcellos « et c; 2 " ontre les coefficients dc y -- savoir h 
et d. L’egalit6 do deux expressions imaginaires s’indique, comrne 
celle dc deux quantit6s rcellos, par le signe ”, ot il on rosulto co 
qu’on appello line dquafion imaginaire. (lela pose, lout('. equation ima- 
ginairc n’est que la representation symbolique do deux equations 
cntre quantit6s roollcs. Par exemple, roquation symbolique 

a I e ^-d\/ 1 

^quivaul scule aux deux equations rocllcs 

(t ■■ 0 , h d. 

Lorsquo dans Pexpression imaginaire 

a-hb sj- ~ t 

le coefficient b Aa sj—i s’evanouit, lo termo bsf— i. est cense r6duit 
a z6ro, et Pexpression elle-mtoo b la quantity r6olle a. En vortu do 
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cette convention, les expressions imaginaires comprennent, comme 
cas particuliers, les quantites reelles. 

Les expressions imaginaires peuvent etre soumises aiissi bien que 
les quantites reelles aux diverses operations de TAlg^bre. Si Ton 
elfectue en particulier Taddition, la soustraction ou la multiplication 
d’une ou de plusieurs expressions imaginaires, en operant d’aprfes les 
rfegles etablies pour les quantites reelles, on obtiendra pour resultat 
une nouvelle expression imaginaire qui serace qu’on appellelaw/w»ze, 
la difference ou le produit des expressions donnees. Par exemple, si 
Ton donne seulement deux expressions imaginaires 
c-i-d\j—i, on trouvera 

(4) +• d ^ — 1 ) — £l -h C ~h d ) ^ — I , 

(5) (a + iy/— i) — (c i) = a — c -i-(6 —d)\/~-i, 

(6) (« + b\f— i) X (c -i- d\/— I ) = ac — bd-i- {ad+ 6c) y/— i . 

II est bon do romarquer que le produit de deux ou plusieurs expres- 
sions imaginaires, comme celui de deux ou plusieurs binomes r^els, 
rcstera le m§mo, dans quelque ordre qu’on multiplie ses dilferents 
factours. 

Divisor une premiere expression imaginaire par une seconde, c’est 
trouvor une Iroisifeme expression imaginaire qui, multipliee par la 
seconde, reproduise la premiere. Le resultat do cette operation est ie 
quotient des deux expressions donnees. On se sort pour I’indiquer du 
signe ordinaire de la division. Ainsi, par exemple, 

a + b\/—i 
c +d\/— i 

repr^sente le quotient des deux expressions imaginaires a + b\/— i, 

c + d^— I. 

^llover une expression imaginaire k la puissance du degr6 m, m 
d^signabt un nombre entier, c’est former le produit de m facteurs 
6gaux k cette expression. On indique la puissance m**™' de a 6 V- * 
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par la notation 

(a + b\/—iy\ 

On dit quo deux expressions imaginaircs sonl conjuguees Tune a 
I’autre, lorsque ces deux expressions ne difierent entre elles quo par 
le signe du coefficient de \]— i. La somme de deux semblablcs expres- 
sions est toujours reelle ainsi quo leur produit. En effot, les deux 
expressions imaginaires conjuguees 

a + b \ / — I , a — ft - - 1 

donnent pour somme 2 « et pour produit La dernierc partie 

de cette observation conduit a un theon'-me relalif anx nnmbres el 
dont voici I’enonce : 

TmjoufiME I. — Si Von muUiplie I'm par V autre deiuv notnbres enliers 
dont chaeun soil la somme de deux rarrds, U‘ produit sera encore unc 
somme de deux carrds. 

Dimonslraiion. — Soient 

les deux nombres enticrs dont il s’agit, </* designani, des 

carres parfaits. On aura evidemment les deux equalions 

(a-hftv/ - 1) (c ') ae-~ bd~\-(ad-\-hf)y~- \ , 

(rt — ■ ft \/ - 1 ) ( r ~ rf \/— I ) r- (7c - bd — ( rtrf be ) • i , 

et, cn multipliant collos-ci mombre a membre, on obtiendra la sui- 
vante 

(8) (fl!s-l-ft*)(c*-i-rf*). [ac-~bd)'-^{ad + hc)\ 

Si Ton ^change entre ellcs dans cette derniftre les lettres a ot b, on 
trouvera 

{ 9 ) ft*) (c*-h flP) ■=: (ac-h ftd)*-(- {ad — ftc)*. 

Ilya done, en g6n6ral, deux manibres do dbeomposer on deux carrbs 
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le produit de deux nombres entiers dont chacun est la somme de deux 
carres. Ainsi, par exemple, on tire des equations (8) et (9) 

(2*-l-I») (3®+ 2®) = 4*+ 7»= !»+ 8«. 

On voit par ces considerations que I’emploi des expressions imagi- 
naires pent etre d’une grande utilite, non seulement dans TAIgebre 
ordinaire, mais encore dans la theorie des nombres. 

Quelquefois on represente une expression imaginaire par une seule 
lettre. C’est un artifice qui augmente les ressources de I’AnaJyse et 
dont nous fcrons souvent usage. 

Une propriete remarquable de toute expression imaginaire 
a + h y/— I, c’est de pouvoir se mettre sous la forme 

p(cosd-+- — I sin S), 

p designant une quantite positive et 0 un arc reel. En efFet, si Ton 
pose I’equation symbolique 

( 10 ) i = p(cos5 + v^— I sin0) 

ou, ce qui rovient au mfime, les deux ^uations reelles 
(n) a — pcosd, t> = psin0, 

on tirera 

a»-i- 6*= p®(cos*6 + sin*0) = pS 
(12) p = Y/a® + i>S 


((t, apres avoir ainsi determine la valeur du nombre p, il ne restera, 
pour verifier complbtemcnt les Equations (10), qu’a trouver un arc 0 
dont Ic cosinus et le sinus soient respectivement 


(t3) 


COS0 = 




sin0=: 


6 * 


Or on tire des formules (i 3 ) 


(i 4 ) 


tang 5 = 


sin 0 
cosd 


a 


OEuvrendiC,-^ S. 11, t. X. 


6 
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D’ailleurs si Ton designs generalement par la notation 

arc tang a? 

Fare qui, ayant x pour tangente, offre la plus petite valeur numerique 
possible et se trouve en consequence renferme entre les limites 

•K TT 

j -J , 

2 2 

on verifiera la formule (i4) en posant 

(15) 0 = «7i + arclang^j 

n represenlant unc quantile entihre positive ou negative. Knfin, 

coname tout arc renferm^ dans les limites — -t- - a un cosinus no- 

2 2 ^ 

sitif, on peut affirraer quo Fare 0 determine par la formule (r.')) otfrira 
un cosinus positif si n est pair, e’est-a-dire si Fon a 

(16) 0=± aA-ir-f- arclang^> 

Octant un nombre entier quclconque, et un cosiiius iK^gatif si n est 
impair, e’est-k-dire si Fon a 

(17) (? = ±(aA -h i)m- arc lang^- 

Fela pos6, de Fcquation (i4), presentee sous la forme 

cosQ _ sing 
a 1/ ’ 

on d^duira immedialemcnt la formule 
coHg_ Bing_ 1 

et, par consequent, les equations (t3), pourvu que Fon determine 0 
(>) En g4ndral, de la formule 
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par la formule (i6) quand asera positif, et par la formule (17) quand 
a sera negatif. Dans Tune et I’autre hypothese, le nombre entier k 
pouvant recevoir une infinite de valeurs, on obtiendra aussi une infi- 
nite de valeurs de 0 propres a verifier les formules (ii) on, ce qui 
revient au meme, les formules (10). 

En resume, si Ton pose 

(18) p = 2; = arc tang 

et si Ton designe par h un nombre entier quelconque, on aura, dans 
le cas oil a sera positif, 

(19) a-\-b I = p [cos(? ± 2 At:) -+- ^ — i sin(^ ±2^:7:)], 

par consequent 

(20) a + 6 ;/— i = p(cos? -1- v/— isin?) (cos2 A'lt ± y/ — i sina A' tt), 
fit, dans le cas oil a deviendra negatif, 

(21) « + Jy/— i=:p{ cos[? ± (2A-4-i)7r] 4 - v/^sin[?± (aA-t-i)?:] j, 
par consequent 

(22) a- 4 - 6 \/— i = p(cosC 4 -v/— isinS) [cos( 2 A:-)-i) 7 r± y/— isin( 2 A-hi) 7 r]. 

Comme on a d’ailleurs 

(28) cos 2 An -hy/ — I sin2A7r = i, 

(24) cos( 2 A-f-j) 7 T±y/— I sin (a A -f- 1)7: = — I, 

dans laquelle P, Y) . . . ropr^sentent dos quantilds quelconques, on tiro 

(fjf® c® c® . 

ol, par suite, 

« _ P _ Y v/a»4- P*-t- y*-H- ~ 

a ~l ~c ’ 

lo double signe ±: devant 6tre rdduit au signe -+• quand la fraction | est positive, ot au 
eigne — dans le eas contraire. 
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les formules (20), (22) donneront, si a est positif, 

(25) a-f- Z>V^^=p(cos^H- v/^sinO 
et, si a est negatif, 

(26) a-+-6v'^=— p(cosCH-\/^sin?)- 

Au reste, il est facile de voir que la formule (19) coincide avec I’equa- 
tion (25), etla formule (21) avec I’equation (26). 

Lorsque I’expression imaginaire a + b \J— 1 se trouve ramenco h la 
forme 

p (cos 5 + sin 0 ), 

la quantile positive p est ce qu’on appcllc hmodide de ccttc expression 
imaginaire. Comme des quantiles a, b supposees connues on no deduit 
pour le module p qu’une valeur unique determince par la formule (12), 
on peut evidemment enoncer la proposition suivanlo : 

TnfiORfiME II. — L'dgalil 4 de deuoB expressions imaginaires enlralna 
toujours Vigaliti de lews modules: 

II suit encore do la formule (12) quo deux expressions imaginaires 
conjuguecs 

a-\-b\j — t, a — b\j—i 

ont pour module commun la racino carr6e do lour produit. 

Lorsque, b 6lant nul, I’oxprossion imaginaire an- /;\/— 7 se reduif 
a la quantit6 r^clle a, la formule (12) donne simplement 

p = 

Ainsi le module d’unc quantile rdolle a so rtiduit ti sa valour iiume- 
rique v/a“. 

Toute expression imaginaire qui a zero pour modulo se reduit 
elle-mftmc a zero, et r6ciproquement, comme le sinus et le cosinus 
d’un arc ne deviennent jamais nuls en m6mo temps, il en rfisulte 
qu’une expression imaginaire ne peat so r6duirc k z6ro qu’autant que 
son module s’4vanouit. 

Observons enfin que les d6finition8 donn^es dans le § 111 des va- 
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riahles infiniment petites et ihfiniment grander, des fonctions conti- 
nues ou discontinues, explicites ou implicites, entiferes ou fraction- 
naires, etc., doivent etre 6tendues au cas tneme oil les variables ot les 
fonctions dont il s’agit deviennent iniaginaires, 

Toute expression imaginaire dont le module se r^duit a I'unit^, 
etant de la forme 

coSiT -t- \/— I sin.r, 

on effectuera sans peine la multiplication, la division ou Televation a 
des puissances entieres d’une o-u plusieurs expressions imaginaires 
qui auraient I’unite pour module. En effet de la formule (2) on deduil 
immediatcmcnt la suivante 


I (cosjj ■+• v'— isin jj) (co«j I sinj) (coss-)- isins). . . 
cos -4- y -1— 5 -f- . . . ) H“ ^ — I sin " 4 “ -f~ ^ + . . . ), 

quel quo soit le nombrc m des variables ae,y,s, . . . . De plus on tirera 
do la formule (2), on y remplagant a? par x — yr 


[cos (a? — y) -H \/ — I sin (a? — y)] (cosy -t-\/ — 1 siny) = cosa; H- \J— i sina:', 
ou, ce qui revient au memo. 


(38) 


cos.»-)-\/— I sin a? , , , , , . 

— = cos(aj— y)-hv'-^isin(a?-“y); 

cosy ■+■ \J — I sin y 


et, de la formule (27), en posant x =y = a — ,.., 

(29) (cosa; -f- sinaj)"*= co 9 OTa:'->-v/ — i sin/nx. 

Cela pose, il doviondra facile d’effectuer la multiplication, la division 
ou r 616 vation k des puissances entibres d’une ou de plusieurs expres- 
sions imaginaires dont les modules ne se reduiraierit pas k I’unite. 

Car, si Ton pose 

a -hb y/— I = p (cosS ■+■ sj— 1 sin 5 ), 

a'-h 6'y/— i = p'(cos 0 '-Hy/^sinl 3 ')» 

p'(cos0''-4- i sin 5 "), 
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p, p', p", . . . etantdes quantites positives, et 6 , 6 ', 6 ", ... des arcs reels, 
on aura evidemment 

(a + b'\/—i) ( 0 "+ . . 

= pp'p". . .(cos0 + \/— r sin 6) (cos 6'+v/— isin5') (cos5''+ v/— i sin5''). . 

g-H bsj—i _ p cosfiH-y/— isin^ 
a' + b' \/— I cos0'+\/^ sinS' 

(^a-^bsj — i)™=p'“(cos0 4- I sin0)'”, 

puis on en conclura, en ayant egard aux formules ( 27 ), ( 28 ), ( 29 ), 

I =pp^p^. . . [cos( 0 4“ 0^ + 0^^ + . . •) + ^ — I sin (0 4“ 0^ 4“ 0*^4" ... )], 

(31) ^ + = ;^[cos(0- 0') + siu(0 - 0')], 

(32) {a + b v/^)”*= p'" (cosm0 4 - v/^i sinwO). 

Dc ces dernieres ^nations on deduitimmediatomcnt la proposition 
suivante.: 

TndiORiiME III. — Le produU, le quotient et les diverses puissances 
entires d’une ou de plusieurs expressions imaginaires ont pour modules 
h produit, le quotient et les diverses puissances de leurs modules. 

On pout encore d^montrer facilement cct autre Iheoromc : 

Tn^oafcME Vi. — La sorrme de deux expressions imagiruiires off re, 
ainsi que kur difference, un module compris entre la somme et la diffe- 
rence de leurs modules. 

De'monstration. — En effet, soient 

a-hb = p (cos0 4- y^^sinO), g'-f- = (p' cosO' 4 - V^— ~ sin0') 

deux expressions imaginaires quiaient pour modules p et p', la somme 
el la difference do ces deux expressions, savoir 

(p COS0 4 - 9 ' COS0') 4- (p sin0 4 - p'sinfi') y/^ 
et 

(pcos0 — p'co80') 4- (psin0 — p'sin0')y/^, 
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auront pour modules deux quantiles positives dont les carres seront 
respectivement 

(33) (p COS0 p' cos0')*+ (p sin0 + p' sin0')*= p® 4 - app' cos(5 — $') + p'® 
et 

(34) (p COS0 — p' cos0')*+ (p sinS — p' sin5')*=P* — 2 pp'cos( 6 — 6 ') + p'®. 

D’ailleurs, cos(6 — 6') etant renferme entre les limites — t, -+-i, 
chacune des quantiles (33), (34) sera comprise entre les limites 

p*-+-2pp'-hp'i=(p-i-p')*, 

p»— app'4- p'*= (p — p')*= (p'— p)*, 

et sa racine carree entre la somme p -+■ p' et la valeur num^rique de la 
difference p — p', ce qui suffit pour la demonstration du theoreme IV. 

GoroUaire. — La somme de plusreurs expressions imaginaires offre 
un module infer! eur a la somme de leurs modules. 

§ XIV- — Les siries imaginaires. 

Soient respectivement 

(l) <’o, t'tt •••» 

(a) tt'o, Wi, W'», ...» Wn, ... 

deux series reelles, el posons 

Mo=(>o4-JVoV/^, Ut=Vt + Wt\f^J, 

cn sorte qu’on ait generalement 

La suite des expressions imaginaires 

(3) U«, «i, Mj, ..., ««, 

formcra ce qu’on appelle une sdrie imaginaire. Soil 

(4) Mj4 -. ^ * 
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la somme des n premiers termes de cette serie. Selon quo, pour des 
valours croissantcs de /^, s„ convergera ou non vers une limite fixe s, 
on dira que la serie (3) est convergenle et qu’elle a pour somme celte 
limite, ou bien qu’ellc est divergente et n’a pas de somme. Le pre- 
mier cas aura evidemment lieu si Ics deux sommcs reelles 


t’o -t- <'i -h . . • 

<Vo-h (r’i + . . .-f- 

convergent elles-m^mes, pour des valours croissantes de n, vers des 
limites fixes, et Ic second cas, dans la supposition contraire. En d’au- 
fres termes, la serie (3) sera toujours convergentc en meme temps 
quo les series reelles (i) et ( 2 ). Si ccs dcrnifcrcs, ou Tunc d’elles seu- 
lement, deviennent divorgentes, la serie (3) le sera pareillement. 

Si, dans le cas oil la serie est convergentc, on pose 

( 5 ) s = s„+r„, 

r„ sera co qu’on appolle le rostc de la serie prolongec jiisqu’au 
Dans tous les cas possibles, le lerme de la serie qui correspond ii Tin- 
dice n, savoir 

««=<’« -4- 

(^st cc qu’on nommo son terrac general. Soil p„ le module (1(( oe (erme, 
en sorle qu’on ait 

( <) ) v„ + n'„ y/— ~ = P/i ( cos -I- y/- ■ i si n 0„ ), 

p„ designanl uno quantity positive et ()„ un arc reel. Les series ( t ), 
( 2 ), (3) deviendroni respeclivement 


(7) 

PoCOsO#, piCOsO,, p'cosOj, 

(8) 

p„siaOo» pisiiiOi, piSiuO*, 


[ P(,(cos(?o-<-y/^siuOo), 

( 9 ) 

1 pi(co85i-+-y/^8in0i), 


1 p»(co80»-+-y/~slnfl|), 
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et, comme la valeur numerique du sinus ou du cosinus d’un arc reel 
ne saurait surpasser I’unite, il est clair que, si les modules 

(10) po, pi, p*, ... 

forment une serie convergente, les series (7), (8), par consequent la 
serie (9), seront elles-memes convergentes. On pent done enoncer ce 
th^oreme : 

TnfiORfeME I. — Pour qu une serie imaginaire soit convergente, il suffit 
que les modules de ses diffirents termes forment une sdrie rdeUe comer- 
gente. 

On prouvera encore facilement que, pour etendre les theoremes 1, 
II, IV, V, VI, VII du § VI au cas oil la serie 

^ 2 > ••*9 ••• 

devient imaginaire, il suffit de substituer dans ces theorfemes les mo- 
dules des termes a leurs valeurs numeriques. Ainsi, en particulier, on 
6tablira sans peine la proposition suivante : 

TniSORiME II. — Soil la Umite ou la plus grande des limkes vers les- 
quelles converge, tandis que n croU inddfiniment, la racine n'^”^ du mo- 
dule p„ de u„, ou hien encore une Umite face vers laquelle converge, pour 
des vakurs croissantes den, le rappor^ 

La sdrie (3) sera convergente si Von a Q < i, et divergente si Von a 
£i>i. 

Ddimnstration. — En efiPet, si Ton a i, la s4rie (10) etant con- 
vergente, la s6rie (3) lo sera ellc-m^me, en vertu du th6orbme I ; et si 
Ton a Q > I, les plus grandes valeurs du module 

(11) p„= (?» + «>*)■»■ 

croitront avec n au delk de toute Umite, ce qui ne peut arriver qu’au- 

(Mmrn d* C. — 1 7 
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tant que les plus grandes valeurs num6riques des deux quantiles 

• Pn, pp». 

ou au moins de Tune d’entre elles, croissent de jmeme indefiniment. 
Done, si Ton a Q>i, Tune au moins des series (t), ( 2 ) sera diver- 
gente, ce qui entrainera la divergence de la serie (3). 

Considerons a present une serie ordonnec suivant les puissances 
enti^res et positives de la variable x, savoir 

(12) •••• 

Pour 6tendre les theoremes VIII, IX, X du § VI au cas oi'i, Ics coedi- 
cients a^, a^, ... 6tant imaginaircs, la variable x est olle-mome 
imaginaire ou de la forme 

designant uno quantity positive ot i un arc rtud, il sullira (Widcun- 
nent de substituer dans cos thcorijmes les modules de x, de a,„ de 
««+!* • • • ^ valeurs mimeriqaos. Ainsi, on parliculior, on d(iduira 
imrn^diatement du theorfeme II la proposition suivanle : 

TmSoKfiMR III. — p„ dlant k madule de w ddsigne la limUe on la 

pli^ grande des limiles de (p„)", ou hien encore une limite Jiwe rers la- 
(/uelle converge, tandis que n croU inddfumient , k rapport 

£?+*, 

P» 

la sirie ( 12 ) reslera converge/Ue, lant que le rnoduk r de x sera in/drieur 
a-} et deviendra diver gente lorsqaon aura *-• 

L’uno des series imaginaircs lea plus simples est cello qu’on obtienl 
en supposant que, dans la progression gcom6tfique 

(i4) I, a?, x', .... iP", ..., 

la variable x soil imaginaire et d6termin6e par T^quation (i3). Si Ton 
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nomine la somme des n premiers termes de cette progression, on 
trouvera, comme dans le § VI, 


D’ailleurs le module de af 6tant la puissance du module r de ac, 
ce module et, par suite, celui du rapport 

J — 

deviendront infiniment petits ou infiniment grands pour des valeurs 
infiniment grandes de n, suivant que Ton aura rd^i our>-T. Done, 
si Ton a r<i, s’approchera indefiniment, pour des valeurs crois- 
santes de/i, de la limite s determinee par Tequation 

I 

5 = , 

1 — a: 

ct la progression (i4) etant convergente olfrira pour somme — ^ — , en 
sorto qu’on aura 

(16) i-h a: ■+-a*+ . . .= — - — • 

I — 

Mais, si Ic module r de a? devient superieur a I’unite, la serie (i4) 
sera divergonte et n’aura plus de somme. II resulte effectivement du 
theoremc III que la s6rie (i 4 ) sera convergente quand on aura r-< i, 
et divergente quand on aura /• > i . 

Si Ton posait 

(17) jr = 4!(cosf + \/— 1 sinf), 

js d6signant uno quantit6 positive ou negative et t un arc r6el, le mo- 
dule do a? ne serait autre chose que la valour numerique de js, et 
r6quation (16) donnerait, pour des valeurs num^riques de js infe- 
rieures k I’unite, 

I I -f-sCcosi -+- siai) -+-«*( cos 2 f y/— ! sinai) 4-. . . 

^ 1 _ 

I — scosf — ^siniy/— > 
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Comme on a d’ailleurs 


(i — 5 cos f — s sini i) (i — 5 cos f ^ sin f 

= (! — scosO*+ (■3sini)®=i — 25Cosf 4--* 


et, par suite, 


1 — gcosf 4- c sinf \/— f 


I — 5Cosf — 5Sinf\/— I I — 25COsf4-5* 

la formule (i 8 ) pourra s’ecrire comme il suit 

I 1 4 - 5 Cosf + 5 ® cos2^ H-. . .-h (asin^ + 5 ®sin 2 i 4 -. . . ) i 

( 19 ) ' - /'AC/ rrcin/ 


I — Z cost 


- 1 ■ II-. ■—...I - I -II- ,1 I 

I — ajs cos X — 2i:cos^H--3 


5 sin/ 




et comprendra les deux equations reolles 


(20) 


1 4- 5 cos i 4- s* C 0 S 2 i 4-. . .= 
s sin / 4 - ■=* sin 2 f 4 - . . . = 


I — 5 cos/ 


1 — 25 cos « 4- 5 * 

5 sill/ 


I — 25 cos / -h 5 “ 


qui subsisleront, ainsi qu’clie, pour dcs valours do s conipriso.s (>nlro 
les limitcs « 


( 21 ) 


; I. 


En appliquantlc th 6 ori'imc III aux deux series 
(22) 

(,3) ,, p.», 


S, - 3 - 


qui, pour dcs valours radios do a? renforra 6 es onlre les limitos ■ i , 
4- 1 , repr 6 sontcnt los dfivoloppcraonts dcs fonclions l(r4-.'»), (r 4-0?)^ 
et, supposant p. r 6 el, on prouverait encore quo, pour des valeurs do .r 
imaginaircs et d 6 termin 6 os par I’^qualion (17), cos deux si'iries sent 
convergentes comme la sferie (i 4 )* tant quo a domenre compris entro 
Ins limitos (21). 
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Quant a la serie 


(24) 


I. 




x^ 

1.2 1.2.3 


. . 


qui, pour des valeurs reelles de x, represente le developpement de e®* 
on la trouvera convergente pour toute valeur imaginaire, mais finie, 
de la variable x. 


XV. — Des exponentielles imaginmres. Diveloppements des fonctions 

cosn;, sino;. 


D 6 signons k I’ordinaire par e la base des logarithmes nep^riens, et 
par A un nombre quelconque. Si la variable x est reelle, les deux 
fonctions 

(s®. A® 

* 

scront toujours d^veloppables par les formules (12) et (20) du § VII 
en series convergentes, ordonn 6 es suivant les puissances entiferes et 
positives de a?, en sorte qu’on aura 


(0 


ejo: — 1 4.. 

T.2 1.2.3 




(2) 


A*=i-i-a!lA + 


a;*(lA)^ 

1.2 


a?»(lA)» 

1.2.3 


D’autro part, comme, en posant 


0»n — 


I .2. . 


ou an= 


on en conclut 


<2/1 /H- 1 


OU 


(lA)” ^ 

1 .2. . .n 


^b±i = -iA_, 

a„ rt + 1 ' 

puis, on faisant croitre indkfiniment le nombre n. 
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il suit du theor^me III du paragraphe precMent que les series 


(3) 

X- 

I f J?, i 

1.2 

1 . 2 . 3 ’ 

(4) 

I, x\kj j 

1.2 

a!»(lA)* 
1.2.3 ’ 


resteront convergentes si la variable x devient imaginaire, sans que 
son module se reduisc a ±ao, c’est-a-dire pour toute valeur imagi- 
naire et finie de x. Cela pose, apres avoir demontr^ I’equation (2) 
dans le cas oil la variable x est reelle, concevons qu’on etende celte 
equation au cas me me ou la variable x devient imaginaire, et qu’on 
s’en serve alors pour fixer le sens de la notation A®, c’est-a-dire pour 
definir une exponentielle imaginaire. En prenant 

A = e, 

on reduira la formule (2) k la formule (i), par laquelle se trouvera 
definie I’exponentielle imaginaire e®; et, comme, en remplagantccpar 
a?lA dans I’equation (i), on fera coincider son second membre avec 
celui de I’equation (2), il est clair qu’on pourra fixer encore le sens 
des notations 

A®, e® 

k I’aide de la formule (i) jointe k la suivante : 

(5) A®=c-®'*. 

Observons maintenant que I’equation (i) du § VII pouvant etre 
etendue au cas ou a eta? deviennent des expressions imaginaires, on 
en tirera, comme dans le § VII, 

(6) lim(n-a)'”=i-|- a:-t- — H — 5-I-..., 

pourvu que, le nombre entier m venant k croitre indkfiniment, I’ex- 
pression imaginaire a s’approchenndefiniment de la limite z 6 ro, mais 
de manikre k verifier la condition 


(7) 


lim(ma) =: w. 
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On aura done, sous cette condition, 

(8) a)“=e*, 

quelle que soit la valeur reelle ou imaginaire de x. Ainsi, en particu- 
lier, comme on verifiera la condition (7), en posant 


OL = 


X 

m 


la formule (8) donnera generalement 


(9) 




Si dans la formule (g) on remplace x par y, on obtiendra la for- 
mulc semblable 

et de cette derniere, jointe a la formule (9), on tirera 

(10) e*e 3 "=lira^H- • 

D’ailleurs, si Ton pose 


a = — (x-i-y + —\ 
m\ m / 


on en eonclura 


par consequent 


limma 


= lira (. 






lim(T-+-a)™=e*+3^. 
Done la formule (10) pourra etre reduite a 
(u) 


Si dans cette dernifere on remplace x bty par ajlA etylA, on trou- 
vera, en ayant 6gard k I’equation ( 5 ), 

(la) A»Ay=A®+y. 

Ainsi lesformules (ii), (12), qui expriment une propriety fondkmen- 
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tale des exponenfielles dont les exposants sont reels, setendent au 
cas meme oil les exposants deviendront imaginaires. Ajoutons que 
de ces fomules on deduit immediatement les suivantes 


(j3) . ea:+jf4-=+-. gy e= . , 

(,4 ) a*+-j'+=+-=a®aj^a-..., 

quel que soit le nombre m des variables x, y, s, . . puis, en posant 
x=y = s = ..., 

(15) (S'”* = (e* 

(16) A'”*= (A*)"‘. 

Enfin, si dans les formules (ii) et (12) on remplace x par x—y, on 
en deduira immediatement les deux suivantes ; 


(17) 


= 


e® 

i?’ 


(18) 


A®-y= 


A* 

A^' 


Goncevons a present que dans Tequation (9) on derive xsj — i au 
lieu de x, et que dans la formule ainsi obtenue, savoir 


(19) 


e®V^ = liin 



on atlribue une valeur r6elle. Si Pon pose 
(ao) r=(i+-^), «=aretang-, 


on aura 

(31) 

( 23 ) 


1 + 1 =:r(cost4-(/— I sinf), 

^ 1 + ^ =r'”(cos/»f -f-V*— I sinmf). 


De plus, comme, en vertu de la seconde de^ formules (20), Tare t aura 



RESL'MfiS ANALYTIQLES. 
pour limite zero, I’equation (77 > du § XII donnera 
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tangf .r 

lim — ~ — lim — : 
t mt 


ou, ce qui revient au m6me, 


lim ml = .r. 


Enfin, puisque la premiere des equations ( 6 ), (j) ('§ YII) entraine 
toujours la seconde, et qu’on a evidemmenf, 


m X- 

hm ; = lim — = o, 

a aw 


on trouvera encore 


= i-s 5) 

\ m' ) 

Done on tirera de I’equation (20) 

/ jp \ m , 

I 23) limln-— V — Ij cosa?-)-v— ‘Sina;, 

et la formule (19) donnera 

(24) COSvC - 1 - V'^"” * 


Ainsi toute expression imaginaire qui a I’unite pour module et peut 
en consequence s’ecrire comme il suit 

cosa:-t-v^— I sina;, 


X d^signant un arc reel , se confond avec une exponentielle imagi- 
naire et de la forme 


Si Ton attribuait a x une valeur en partie reelle, en partie imagi- 
naire, si, par exemple, on supposait 

x — y-¥z 1 , 

y, s designant des quantites r6elles, on tirerait de la formule (ri), 

QEavret de C, — S. II, t. X. 
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jointe a la formule ( 24)* 

( ■.i.5’1 “* “ e^'l^cos 3 -j- V — I sin^). 

Si dans eette derniere equation on remplace y et z par ylA et slA, on 
en conclura, eu egard a la formule ( 5 ), 

(261 A-’'^''~‘ = Aj[cos\- 1 A)-^-v sin(-lAi]. 

Les formulas (26;, (27 ) fournissent immediatement les valeurs des 
exponentielles 

correspondantes a une valeur imaginaire quelconque de la variable s:. 

Lorsque dans la formule (24) on remplace x par —a?, on obtient 
la suivante 

(27) e-*v'^ = cosa; — i sinar, 

de laquelle on tire, en la combinant avec la formule (24), 

(aS) 2COSj; = c''^-l-e-*v'^, 2 sinx 

ou, ce qui revient au meme, 

(aq) cosa:= , sinarr: -= 

2 ■ a\/— 1 

Ces dernieres formules subsistent, comme les equations (24) et (27), 
pour une valeur reelle quelconque de la variable x. En les 6tendant 
au cas mSme oil x devient imaginaire, on pourra s’en servir pour fixer 
dans ce dernier cas le sens des notations 

cos a;, sinx. 

Si a I’aide de I’^quation (i) on d^veloppe, suivant les puissances 
entieres et positives, le premier membre de la formule (24), on trou- 
vera 

( 3 o) cosa + \/”sin® = H-a:v^- y/Z 7 + + . . . , 



par consequent 
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I 3ii 


1 

I cosx = I — — — 
1 1 .2 

i . 

f smdr=:a: 


JT* 

I .2.3-4 

1. 2. 3 . 4.0 


Les formules ( 3 i ), qu’on peut aussi deduire des equations ( 29 ), sub- 
sistent pour des valeurs finies quelconques, reelles ou imaginaires de 
la variable cc. 

De la formule (a 'O, jointe aux formules (2.0), ( 22), ( 2:!) ), ( 26 ) du 
§ XIII, il resulte que, si a, h designant deux quantiles reelles quel- 
conques, on pose 


(32) 


p=:^ a* -I- 6®, 


; arc tang-j 
a 


on aura, pour des valeurs positives de a, non seulement 

(33) — I— pc’V^-‘, 
mais encore 

(34) — j = pgtv'-* 

> 5 : designant un nombre entier quelconque, et pour des valeurs n%a- 
tives de a, non seulement 

(35) 1 = — pc^i/-*, 
mais encore 

(36) a-\-b \' — I — pg*Iv'-‘ . 

En resume, on aura 

( 37 ) a + 6y/— I =:pe®N/-‘, 

la valeur de 0 devant 6tre determinee par la premiere ou la seeondo 
des deux formules 


(38) 

(39) 


5 = ? ± 2 kr., 

±: (2 4:-+- i)jr, 



no 
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suivant que la quantite reelle a sera positive ou negative. On pent done 
enoncer la proposition suivante : 

iHEORfiME I. — Toute expression imaginaire 

a-^b\ — t 

est le produit aim module reel 

p = v'a-+d/- 

par une exponentielle imaginaire de la forme 

et dans laqueUe 6 designe un arc reel determini par I’une des equa- 
tions (38), ( 39 ). 

A I’aide du theoreme I, joint auxformules (i3), (i5), ( 17 ), il sera 
tres facile d’effectuer la multiplication, la division ou I’elevation a des 
puissances enti'eres d’une ou de plusieurs expressions imaginaires 
dont les modules ne se reduiraient pas a Tunite. Gar, si Ton pose 

a + b\'— I = a'4- b\^— i = i = 

p, p', p", , . . etant des quantiles positives, et 6 , 9', 6 ", ... des arcs reels, 
on trouvera 

(4o) (a + i) (a'n- b'\/— i) (a’-h b’ \/— i ) . . .r= pp' p"... e(9+•9'^-6''...)v/-‘iJ 


(4i) 

a + b\/—i _p^, 9 _ 0 .,^ 

a'+6'y/-J P' 

(43) 

(a 4- 6 y/^)” = p^e'"® 


II est ais6 de s’assurer que la formule (34) s’accorde avec la for- 
mule (33), et la formule (36) avec la formule (35), attendu qu’on a 
generalement 

(43) e***’''/-*r=C0S2A-ir±y/~i sin2A:Tr = i, 

(44 ) = cos ( 2 A: -h i) TT ± y/^ sin ( 2 A: -t- t ) tt = — 1 . 
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II T a plus : si t designe un arc reel, on ne pourra evidemment satis- 
faire a I’equation imaginaire 

(.401 c'V-* — I 

ou, ce qui revient au meme, aux deux Equations r6elles 
(46) cosf = i, sinf = o 

qu’en posant 

(471 i=rrz2A'jr, 

et attribuant au nombre k une valtur entiere. Pareillement on ne 
pourra satisfaire a I’equation imaginaire 

(48) — — I 

OU, ce qui revient au meme, aux deux equations reelles 

( 49 ) cosf= — I, sinr = o 
qu’en posant 

(do) f =±: (2 a - h i)jr. 

§ XVI. — Relations qui existent entre les sinus ou cosinus des multiples 
d’un arc et les puissances entiires des sinus et cosinus du mime arc. 

Si dans la formula (i5) du paragrapbe pr6c4dent on remplace x 
par x\J—i, elle donnera 

OU, ce qui revient au meme, 

♦ 

cos/w;3? 4- — i%mmx = (cos^H- v/— isina?)'" 

= cosar 4- wcos'””’‘^sin^\/ — i — (w)j cos'"“®j 7 sin®^ 

— {m)% cos''*’"* on sin® lii? 1 4- . . -- 



1V2 

On aura done 
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( cosnia'=:cos'":r — iOT)iCOS'"-*jrsin®j;+ (m’)4COS"'-*a;sin‘d: — .. 
I sin/war = TOCOS^-'j? sinjr — \^nj')3COS™~’a;sin*Jf + . . . 


ou, ce qui revient au meme, 

i cos/na! = [i — ( m)i tang®x -t- (m) 4 taog*j: — . . .] cos'" jj, 

(' 2 ) 1 

/ sinwj; — [m tango? — tang®® 4-. ..] cos'" jr, 


puis on en conclura 


(3) 


m tang® — tang®® 4- • • • 

tan^TW® ^ — (m)i tang®® 4- (/«)» tang*® — . . . 


Si, pour fixer les id6es, on pose successivement »t = 2 , m — 3, 
m = 4. ■ . • , les formules (i) et (3) donneront 


(3) 

( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 

(9) 


cos 2® = COS*® — sin®®, 
sin2® = 2 sin® cos®, 


2 tang® 

tang2® = . -■ -> 

° I — tang®® 

[ cos3®=:cos’®— 3cos®sin®®, 

( sin3®=: 3 cos®®sin® — sin*®, 

_ 3 tang® — tang*® 

tangS® = — r-2 — j 

° 1 — 3 tang-® 

cos4a5 = cos*® — 6 cos®® sin*® 4 - sin*®, 

sin4^ = 4cos*®sin® — 4cos® sin*®, 

, 4(langa? — tang*®') 

tang4iC = ;r-— — r— > 

® 1 — b tang*® 4 - tang'® 


Les formules (i), dont les seconds membres entrainent toujours un 
nombre fini de termes, peuvent servir k determiner cosmx et sinma? 
en fonction de sino? etde cos®. 

On peut aussi exprimer les puissances de sin® et de cos® en fonc- 
tion des sinus et cosinus des arcs multiples de ®. En effet, on tire dcs 
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formules (28) du paragraphe precedent 

(10) I 
! 2 '“(,v 

puis on en conclut : i® en supposantm impair 


2'" cos'" J? = Qtnx^-i ^ _ me'" -r- 




^ cos'" O' =: j^coswij: 4- m cos(m — 2)0? + ... + {m )„,_,cos.rj. 


sm'"x =: 


m—l 

t'-j) ’ 




sin m — fli sin (ot — 2 ) oj H- . . . ± ( 7 JJ )ra - 1 sin j? j ; 


2° en supposant m pair 


/ I 

cos'^a?= T 

2/w-l 

'cos 772 jr 4 - W2 COS ( 772 

— 2)X + . 

. . 4 - (772)„i 

^C0S2X-i-^(mj,„J 

sin“a; = 1 

r COS 7?Z J? — 772 cos ( m 

— 2 ) 0 ; -r. 


C0S2.r±Hw)m1 

1 ^ 1 

L 


'J 

‘ tJ 


Si, pour fixer lesidees, on pose successivementm=2,w=3,»2 = 4 , ..., 
on tirera^des formules (i i) et (12) 


cos’jrz= 4 (cos 2 « + i), 
sin*a; = 4(— cos 2 jr + 1 ), 
cos* a? = ^ (cos 3a; H- 3 cos or), 
sin* a; = { (sin 3a; — 3 sino;), 
cos*a; = ^(cos 4"2; + 4ros2a; + 3), 
sin*a; =|(cos4a;— 4cos2a; + 3), 


(13) 

(14) 

(15) 


§ XVII. — Sommation des sinus ou cosinus d'xmc suite d’arcs representee 
par les differenis termes d’une progression arithmetique. 

Consid^rons une suite d’arcs en progression arithmetique ou de la 
forme 


(0 


0 , 3 + f, 3 + 2 3 + (/i — i)i, 
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0, t designant deux quantiles reelles cl n un nombre eutier quelconque. 
On aura 

I COS 5 -i-COS( 5 -r^'l + COS^ 5 -r 2 il T-..,-rCOS [9 + l/l — l)i] 

i3) ' T- jsinS — sin{5-r/i-t- sin(5 + 2/i+...4- sin[5 + (n — i)f]|v'— i 

! — g 9+2^1 ^ 1} fl 

D'autre part, si dans la formule (i3) du § XIV, savoir 




(3'1 + = 

on pose 

on trouvera 

I ^ -I- , . . -j- gin -1)/ V'-* ~ 

ou, ce qui revient au meine, 


1 — a*” jr" — I 


I — .V X — I 


e- — e - 


j ^ g^v'^ 4 - g 2 Z\/-i ^ 




• ^ / — 
2sm'-v — I 
2 ^ 


On aura done par suite 

eh ^ v'^ 4- g(6+2/) H 4- ... -4- i]{-i 

(6-i,+4/ZI 


(4M 


. t 

2sin- 

2 




sin(0--|fH-wO — sin(9 — 10 , cos('0 — ^0 — cos(9 + wO.,' — 

. I . 


. f 
2Sin- 

2 


. ^ 
2sm- 
2 


et la formule ( 2 ) fournira les deux quations reelles 

cos fl + cos (0 + 0 -I- cos (0 + 2 «) + • • • + cos[ 9 + (« - 1 ) «] = — ^ , 

2 sin - 
2 

sin0 + sin{0 + <) + sm(0 + 2 «) +. . .+ sin[0+ (« - 1 )<] :-r — •" . 
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Si dans les equations (5) Tare 9 se reduit a zero, elles donneront 


I isin(/z — i)^ 

i I + COS^-^COS2/-r...“i-COS(/l*-l)/= -H 

I 2 2 . t 

\ 


( 6 ) ' 


sin^ -t- sin2^- 


■sinf 


, I , ^ I cosf/^ — 4)^ 

rt — - col 


t 

sin- 

2 


Si dans les memes equations on pose;i^ = 277 ou ^ leurs seconds 

77 

membres s’evanouiront. Enfin, si Ton pose = s ou on 

trouvera 



Soit maintenant $ une longueur comptee sur une droite AB que ren- 
ferme un certain plan OO'O"; que dans le mSme plan on mene par le 
point 0 : 1 ° une perpendiculaire 3IN k la droite AB ; 2 ® n autres droites 
qui comprennent entre elles des angles egaux dont chacun aura §vi- 
demment pour mesure le rapport 


2TC _ ir 
in ~ n 


Le systkme de ces dernieres droites offrira une espkce de me des 
vents; et, si Ton nomuie 9 le plus petit des angles qu’elles ferment 
avec la droite MN, 9 sera compris entre les limites 0 , Ajoutons 
que les diverses droites dont sera composee la rose des vents forme- 
ront avee MN des angles respectivement §gaux aux differents termes 
de la progression arithm^tique 




n 
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Cela pose, soient 

flfo, flfi, ...) G,n-\ ^ 

les projections orthogonales de la longueur s sur les droites dont il 
s’agit. En vertu du theorfeme I du § XII, sera le produit de s par le 
cosinus de Tangle aigu compris entre une de ces droites et AB ou, en 
d'autres termes, par le sinus de Tun des deux angles que forme la 
meme droite avec 3 IN perpendiculaire a AB. On aura done 


. f. mt\ 

a,n=ssml6+ — \ 


et, par suite, 


+ «,+. .. + a«_i=sj^smS + sin^9+ ^ + sin^0+ +. .+ sin^0- 


ft — I 


Soit d’ailleurs p. la moyenne arithmetique entre les projections <?„, 
a, , . . . , a„_, de longueur s, en sorte qu’on ait ' 


( 9 ' 




+ "h. . * + (Ifi-i 

n 


On tirera des formules (8) et (9), jointes k la seconde des equa- 
tions (7), 



par consequent 



Done, puisque 9 est compris entre les limites 0, on conclura de 

2/2 

I’^uation (10) que la longueur s est renferm^e entre les limites 


«ptang^. npsin^, 
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ou, si Ton fait, pour abreger. 


. 11 ) 

entre les limites 


2 n 


— a. 


f 12 ) 


2 ^ > 




sin a 
« 


Concevons a present que le nombre n croisse indefiniment, L’arc 


TT 

a =: 

2/2 

s’approchera indefiniment de la limite zero, et les rapports 

tang a sin a 

j 

a a 

de la limite i {voir le § XII). Done, pour des valeurs infinies de n, 
les expressions (12) deviendront egales entre elles et a et Ton 
pourra en dire autant de la longueur s. Ainsi se trouve demontree la 
proposition suivante : 

TnitORtME I. — Si Von norrane n le nombre des droUes dont se compose 
une rose des vents tracee dans un plan quelconque et la moyenne arith- 
mitique entre les projections sur ces droites d’une longueur rectiligne s 
mesuree dans le mime plan, ceite longueur sera precisiment equivalente a 
la limite vers laqueUe converge le produit 

(i3) irtf* 

pour des valeurs croissantes de n. 

Si, en attribuant au nombre n une valeur considerable, on prend 
jTcp, pour valeur approchee de s, I’erreur commise sera repr^sentee 
par la valeur numerique de la difference 

et,. puisque la longueur s est renferm 6 e entre les quantit 6 s (12), nous 
pouvons conclure que I’erreur commise sera equivalente au produit 
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de par une quantite renfermee entre les limites 


tang a 


D’ailleurs, en vertu des formules (3i) du § XV, les dififerenees 
sinflt a* 

X 1 .2.3 1 . 2 . 3. 4 . 5 ' ’ 

sin a a® / a* / i\ i a® i 

cosa = — 1 — 5 ) 5-7 (i — 5 

a i. 2 \ 3J 1.2.3.4V 3/ J ^ I-3-3 0 

seront developpables en series convergentes dont les termes alternati- 
vement positifs et negatifs offriront des valeurs numeriques de plus 
en plus petites, lorsqu’on supposera 


et, par suite. 


IT _ TT ^ 

a = — r 7 - < 1 . 

2« ^ 4 


Done alors, en vertu du theorfeme HI du § VI, on aura 


par consequent 


puis, en supposant 


sma ^ IT I 

a 6 24 


sma a® tt® i 

cosa< — = 

a 3 12 


tanga ^ir®s6ca i 

^ TTS 


par suite 


“<r 


24^34^’’ ev^s 


et ayaijit egard aux conditions 
tt*= ( 3 , i 4 i 5 . . .)* = 9,869 ...< 10, 
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on tirera des formules (i5), (i6) 

, sina ^ I tanga ^ i 

117) I <— > — K— • 

a /I- a /I- 

On pent done §noncer la proposition suivante : 

Theor6iie II. — Les mimes choses dtant posies qiie dans le tkeoreme I, 
si Von prend pour valeur approchie de s la quantiti 

Verreur commise ne surpassera pas le produit de celte valeur approchie 
par ^ j pourvii que le nombre entier n ne soil pas infirieiir d 3. 


§ XVIII. — Relations qui existent entre le pirimitre d’un polygons plan 
et les sommes des projections des iUments de ce pirimitre sur diverses 
droites. Rectification des courhes planes. 

ThSorIme \. — Un poly gone itant trad dans un plan quelconque, si 
Von nomme n le nombre des droites dont se compose une rose des vents 
construite dans le mime plan, A la somme des projectiohs absobtes des 
divers cdtis du poly gone sur Vune de ces droites, M la moyenne aiithmi- 
tique entre les valeurs de A correspondantes aux diverses droites et S le 
pirimitre da poly gone, on aura sensiblement, pour des valeurs considi- 
rables de n, 

(t) S^ireM. 

De plus, si le nombre entier n surpasse 2 , Verreur que Von commettra en 
prenant ^ tiM pour valeur approchie de S sera infirieure au produit de 

cette valeur approchie par ^ • 

Dimonstration. — Soient 

s, s', s", ..." 

les longueurs des divers cdt4s du polygons, et 

p, It', p", ... 
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les moyennes arithmetiques entre les projections de s, ou de ^ , ou de 
s", . . . sur les diverses droites dont se compose la rose des vents. On 
aura evidemment 

S ~S -i- s' -T- s'' , 

et, par suite, 

{7:M = trfH-^irfjL'+|5rfA'’ + 

D’autre part, si Ton prend pour valeurs approchees de 

s, s', s", ... 

les quantites 

■j ^ ^ ^P 9 ■ • * , 

les erreurs commises, en vertu des theoremes I et II du paragraphe 
precedent, seront respectivement inferieures aux produits de ces 
quantites par Done I’erreur commise sur la somme 

s “P s' "p $" “p ... S 

sera inferieure au produit de ^ par la somme 

Jiip + ^irp'+ |irp' + . . .=:^7rM. 

Cette erreur commise etant tres petite pour des valeurs considerables 
de n, on aura sensiblement alors 

S^AirM. 

Corollaire /. — II est clair que la demonstration precedente est 
applicable, non seulement k un polygone ferm6, mais aussi a un poly- 
gone ouvert, e’est-k-dire a une portion de polygone et m6me k un sys- 
teme de polygones ou de portions de polygones, quel que soit d’ail- 
leurs le nombre de leurs cotes. 

Corollaire 11. — Dans le cas particulier oil Ton considere un polygone 
convexe etfermk, la somme A des projections des cotes du polygone 
sur une droite est Evidemment double de ce qu’on pourrait appeler la 
projeclion dupolygone, e’est-k-dire double de la longueur qui ren- 
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ferme tous les points de cette droite avec lesquels peuvent coincider 
les projections de points pris au hasard sur le perim^tre du polygone. 
Par suite, la moyenne arithmetique 31 entre les diverses valeurs de A 
correspondantes aux diverses droites dont se compose la rose des 
vents sera double de la moyenne arithmetique JB entre les diverses 
valeurs de H qui representeront les projections du polygone sur ces 
diverses droites ou, si Ton veut, les dimensions du polygone mesu- 
rees parallelement a ces memes droites. On peut done encore enoncer 
la proposition suivante : 

TuiiORiME II. — Etant donnd dans un plan quelconque un polygone 
convexe et fermd, si Von nonane n le nombre des droites dont se compose 
une rose des vents construite dans le mime plan, M la moyenne arithme- 
tique entre les projections du polygone sur ces diverses droites et S le peri- 
mitre du polygone, on aura sensiblement, pour des valeurs considirables 
de n, 

( 2 ) S = irJH. 

De plus, si le nombre entier n swrpasse 2 , Verreur que Von commetlra en 
prenant iiJBl pour valeur approchee de S sera infirieure au produit de 
cette valeur approckie par ^ • 

Concevons maintenant que les polygones dont il est question dans 
les theoremes I et II soient inscrits a des courbes donnees. Si les 
cotes de ces polygones deviennent infiniment petits et le nombre de 
ces c6t6s infiniment grand, le perimfetre de chaque polygone aura pour 
limite la longueur ou le contour de la courbe circonscrite. Par suite, 
on deduira immediatement des th^orfemes I et II ceux que nous allons 
enoncer : 

TutORiME III. — iltant donni dans un plan un, contour quelconque S, 
si Von nomme n le nombre des droites dont se compose une rose des vents 
construite dans le mime plan , A la somme des projections absolues des 
diverses parties da contour sur une des droites et^H la moyenne anth- 
mitique entre les valeurs de A correspondantes aux diverses droites, on 
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aura sensihlement, pourdes valeurs consuUrahhs de n, 

(I) S==i7:>I. 

De plus, si le nombre entier n surpasse 2 , Verreur que I on commettra en 
prenant pour valeur approchee de S sera infeneure au produit de 

cette valeur approchee par ^ • 

Corollaire I. — Ce theoreme subsisterait encore si Ton representait 
par S le systeme d’une ou de plusieurs longueurs, mesurees sur une 
ou plusieurs lignes droites ou courbes fermees ou non fermees. 

Corollaire II. — La valeur approchee de S etant calculee a I’aide de 
la formule (i), I’erreur commise ne depassera pas la neuvifeme partie 
de cette valeur, si Ton prend n = 3, la vingt-cinquibme partie si Ton 
prend = 5, et la centieme partie si Ton prend «= 10 . Dans le pre- 
mier et le second cas, M sera la moyenne arithmetique entre les 
sommes des projections absolues des elements de S sur trois ou cinq 
droites respectivement parallfeles aux c6t6s d’un hexagone ou d’un 
decagone regulier. 

Corollaire III. — Si S represente le systeme de plusieurs courbes 
fermees et trac6es dans I’interieur d’un-cercle decrit avec le rayon R, 
si d’ailleurs on suppose que le systfeme de ces courbes ne puisse ^tre 
traverse par une droite en plus de 2 m points, on aura evidemment 

A < 2 OT. 2 R 

et, par suite, 

(3) M<2»i.2R; 

puis, en observant que la formule ( 2 ) devient rigoureusement exacte 
pour des valeurs infinies de n, on tirera de cette formule, jointe a la 
condition (3), 

(4) S<7K.2irR. 

TfflEORlaiE IV. — JEtant donate dans un plan quelconque une courbe 
comexe etfenrde, si Von nonane n le nombre des droites dont se compose 



153 


RESOMfiS ANALYTIQUES. 

une rose des vents constmUe dans le mime plan, 31 la moyenne aritkme- 
tique entre les projections de la courbe sur ces diverses droites et S le peri- 
metre de la courbe, on aura sensiblement, pour des vakurs considerabks 
den, 

( 2 ) S = r.£H. 

De plus, si k nomhre entier n surpasse a, Verreur que I’ on commettra en 
prenant pour vakur approchee de S sera infdrieure au produit de 
cette vakur approchee par ^ • 

Corolkare I. — Une courbe convexe est, comme I’on sait, celle 
qu’une droite ne peut traverser en plus de deux points. Cela pose, 
concevons que S represente le perimetre d’une courbe fermee et con- 
vexe, trac6e dans I’int^rieur d’un cercle dont le rayon soil R. On tirera 
de la formule (4), en y posant m = \ , 

S < 2 irR. 

Corollaire II. — Si S represente la circonftrence d’un cercle d4erit 
avec le rayon R, la projection de S sur une droite quelconque, et 
par suite la quantite M elle-meme, se reduiront evidemment au dia- 
mfetre aR. Done alors la formule (a) donnera, comme on devait s’y 
attendre, 

(5) S = 27rR. 

§ XIX. — Sur ks puissances fractionnaires, ou irrationnelks, ou nega- 
tives d’une expression imaginedre. Resolution des equations bintmes 
et de quelques equations trindmes. 

Pour rendre plus clair ce que nous avons k dire sur les puissances 
fractionnaires, ou irrationnelles, ou negatives des expressions imagi- 
naires, il sera utile de rappeler d’abord les definitions relatives aux 
puissances des nombres. 

filever A k la puissance du degre x (a? etant positif), e’est chercher 

OEupres de C. — S. U, t. X. 
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un autre nombre qui soit forme de A par la multiplication, comme x 
est forme de I’unite par I’addition. Pour bien comprendre la definition 
precedente, il faut distinguer trois cas, suivant que x est entier, frac- 
tionnaire ou irrationnel. 

Lorsque x designe un nombre entier, ce nombre est la somme de 
plusieurs unites. La puissance de A du degre x doit done alors etre le 
produit d’autant de facteurs 6gaux a A qu’ily a d’unites dans x. Ainsi, 
par exemple, si Ton prend 


on aura 


A» = AAA. 


Lorsque x represente une fraction — (jn et n etant deux nombres 
entiers), il faut, pour obtenir cette fraction : chercher un nombre 
qui r^pete n fois reproduise I’unit^; 2 “ repeter to fois le nombre dont 
il s’agit. Il faudra done alors, pour obtenir la puissance de A du 
degre — : i" chercher un nombre B tel que la multiplication de n fac- 
feurs egaux a ce nombre reproduise A; 2 ® former un produit de to fac- 
teurs 6gaax au nombre B. Quand on suppose en particulier to = i , la 
puissance de A que Ton considbre se rbduit k celle dont le degrb 

est et se trouve determinee par la seule condition que le nombre A 

soit Equivalent au produit de n facteurs egaux a cette mEme puis- 
sance. Si, pour fixer les idEes, on suppose a? = |, alors aux Equa- 
tions 

1 I I 2 * 

3 '*'3 "^3 3 “3 3 

correspondront les deux suivantes : 

A»A‘^A» = A, A^=A^Ai 

Lorsque x est un nombre irrationnel, on pent en obtenir en nom- 
bres rationnels des valeurs de plus en plus approchEes. On prouve 
facilement que, dans la mEme hypothEse, les puissances do A mar- 
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quees par les nombres rationnels dont il s’agit s’approchent de plus 
en plus d’une certaine limite. Cette limite est la puissance de A du 
degre x. 

D’apres les definitions qui precedent, la premiere puissance d’un 
nombre n’est autre chose que ce nombre lui-meme. Sa seconde puis- 
sance, ou son came', et sa troisieme puissance, ou son cube, sont les 
produits de deux ou trois facteurs egaux a ce meme nombre. Quant a 
la puissance du degre zero, elle sera la limite vers laquelle converge 
la puissance du degre x, tandis que le nombre x decroit indefiniment. 
II est aise de faire voir que eette limite se reduit a I’unite, d’oii il 
results qu’on a, en g6n6ral, 

(1) A®=i. 

Ajoutons que, si Ton designs par x, y, z des nombres quelconques, 
on etablira facilement les formules 

(2) A®AJ' = A*+3', 

(3) A*AyA=... = A®+y+=+-, 

(4) (A»K=A*3'=(A3')», 

et que, si dans r6quation (a) on pose x-\-y=s, on en tirera, pour 
des valeurs de x inferieures a s, 

(5) 

La formule (5), etendue au cas oil x devient superieur a s, par 
exemple au cas ou s s’evanouit, sert alors a definir les puissances ne- 
gatives de A. C’est done uniquement comme definition d’une puis- 
sance negative du degre — x que Ton pose I’equation 

( 6 ) 

En partant de cette dernifere formule, on prouvera sans peine que les 
equations (a), (3), (4)» (5) subsistent lors meme que les nombres a?, 
y, s, . . f, ou quelques-uns d’entre eux, se changent en des quantit^s 
negatives. 
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Dans I’eUvation du nombre A a la puissance dont le degr6 est x, le 
nombre k s’appelle racine, et la quantite x, qui marque le degre de la 
puissance, se nomme exposant. Extraire du nombre A la racine du 
degre x, c’est chercher un nouveau nombre B qui, eleve a la puis- 
sance du degre x, reproduise A; ce nouveau nombre sera evidemment 

la puissance de A du degre puisque, en vertu de la formule (4), on 
aura 

(a?=a. 

Soit maintenant a+b^—i une expression imaginaire quelconque, 
«, b designant deux quantites reelles. En generalisant les notions que 
nous venons de rappeler, on obtiendra les definitions suivantes rela- 
tives aux puissances fractionnaires ou negatives de a 4 - 6 \j— i . 

Extraire la racine de I’expression imaginaire a + b sj— i , ou, 
en d’autres termes, elever cette expression a la puissance du degre ^ 
(n designant un nombre entier quelconque), c’est former une nouvelle 
expression imaginaire dont la puissance reproduise a-\-b\j — i. 
Ce probleme admettant plusieurs solutions, comme on le verra tout a 
I’heure, il en resulte que I’expression imaginaire a-^bsj— i a plu- 
sieurs racines du degr6 n. 

Pour 61ever I’expression imaginaire aH-fey/— lala puissance frac- 
tionnaire du degre il faut, en supposantla fraction ~ reduite k sa 

plus simple expression ; i" extraire la racine de I'expression 
donnee; 2°61ever cette racine k la puissance entikre du degre m. 

Enfin elever I’expression imaginaire a-^b k la puissancp ne- 
gative du degre —m ou — ^ ou — c’est diviser I’unite par la puis- 
sance du degre m, on- > ou — • 

En vertu des definitions precedentes, extraire la racine de I’ex- 
pressiqn imaginaire a -\-b\j— i , c’est determiner les valeurs imagi- 
naires de x qui verifient I’equation binome 


( 7 ) 
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que Ton peut aussi presenter sous la forme 

( 8 ) 

pouryu que, ies valeurs de p et ^ etant 

(9) p = ? = arctang^ 

et k designant un nombre entier queiconque, Ton prenne 

(10) 

si la quantite a est positive, et 


(11) &=r ;±(2A- + r) 7 r 

si la quantite a est negative. Or il est clair qu’on verifiera I’^uation 


(12) 

en prenant 

(13) 

et I’equation 

(14) 

en prenant 

(15) 




1 ly/=i ±^y/=i 
a; = e “ , 




a? = p" e" e " 


II y a plus : on peut aisement s’assurer que toutes Ies racines de 
r^quation (8) sent comprises dans la formula (i3) lorsque a est 
positif, et dans la formule (r5) lorsque a est negatif. EfFectivement 
representons par 

fgtypi 

§ 

une queiconque des valeurs de x propres a verifier I’^quation (8), 
r 6tant un module positif et t un arc r6el. En vertu du th6orbme III du 
§ XIII, on aura 

r* = p, r=p'*; 
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et, comme I’equation (8) donnera 


on en conclura : si a est positif, 

puis, en multipliant de part etd’autre par I’exponentielle 

par consequent les formules (45), (47), (48) et (5o) du § XV] 


nl — % — ±.% k%y t — — ± : 

n n 


3“ si a est negatif, 
par consequent 


g/i t 1 _ g6 — gtjdsn) 


ni — (C±ir) =± aA'rt, ^ ± . 

n n 

Si Ton suppose en particulier 

a — i, b = o, 

on trouvera 

p = I, ?=ro, 

et I’equation (7) ou (8), reduite a 


(16) 




aura pour racines les diverses valeurs de x que Ton peut deduire de 
la formulc 


(17) 


jcz=:e 




(In prenant pour k des nombres entiers. J’ajoute quc, pour obtenir 
toutes les racines de I’equation (16), il suf&ra d’employer les valeurs 

entiferes de k comprises entre les limites 0, - • En effet, considerons 
une valeur dc k situee hors de cos m§mes limites, ot soit alors h lo 
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nombre entier le plus voisin du rapport -• La difference entre les 

k I 

deux nombres A, - sera tout au plus = -> de sorte qu’on aura 


(18) 


k 

n 


— h± 


k’ 

— 9 

n 


— etant une fraction egale ou inferieure a -> et par suite k! un nombre 

entier inf^rieur ou tout au plus egal k ^ • Or, comme on tirera succes- 

sivement de la formule (i8) 

a^ir , . sA'.tt 

=2A7rd- j 

n n 





il en resulte que, sans alterer les valeurs de x fournies par la for- 
mule (17), on peut y remplacer le nombre entier A, lorsqu’il est situe 
hors des limites o, -j par un autre nombre entier compris entre les 
memes limites. 

Si Ton reduit le nombre A : 1° k sa limite inferieure, c’est-a-dire a 
zero; 2“ en supposant que n soit pair, k la limite superieure on 

obtiendra les seules racines reelles que puisseadmettre I’equation (16), 
savoir 


(•9) 


= I el X = 


la seconde disparaissant toujours lorsque n est impair; les autres 
racines, correspondantes aux valeurs 


I, 


a. 


3, 



n — 1 


2 


du nombre k, si n est impair, et aux valeurs 

. - 9 n — 2 

I, 2, 0, ^ 

du m6me nombre k, si n. est pair, seront imaginaires et conjuguees 
deux k deux. Done Liquation (i6) offrira, si n est impair, une racine 
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reelle et « — i racines imaginaires; si n est pair, deux racines reelles 
et « — 2 racines imaginaires. Le nombre total des racines distinctes 
sera dans tous les cas egal au degre n de I’equation (i6). 

En combinant la formule 


ai-,. . aA-TT 

x = e " —COS ±:\/— isin 

n ^ n 


avec les formules (67), (71) du § XII et posant successivement 

/2 3 , fl — 4 , * • ■ , 


on trouvera, pour les racines imaginaires de I’equation a;®= i, 


X 


— e 




1 



pour les racines imaginaires de I’^quation = i , 



Si Ton suppose dans I’^uation (7) 


0=r — I, 6 = 0, 

on trouvera encore 

p = i, C = o, 


et I’equation (7) ou (8), reduite a 

(20) a:" = — I, 

aura pour racines les diverses valeurs de x que Ton peut d6duire de 
la formule 

(21) x = e " , 


en prenant pour k des nombres entiers. De plus, comme la difference 
entre le rapport 


2 ^ + 1 
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et ie nombre entier h le plus voisin de ce rapport sera evidemment une 
fraction de numerateur impair, inferieure ou tout au plus egalc a 
par consequent une fraction de la forme 

aXr'+i 
%n ’ 

ik + 1 etant un nombre impair egal ou inferieur a n\ comme d’ailleurs 
la formule 

2 A- + I , , 2A'-+-I 

=h± 

2/2 2n 


entrainera les suivantes 




n 


uv-i 

= e " , 


il est clair qu’on obtiendra toutes les racines distinctes de I’equa- 
tion (20), en attribuant successivement au nombre A toutes lesvaleurs 
entibres comprises entre les limites o, • Au reste, k ne peut 

atteindre la seconde de ces limites et devenir egal k — ^ qu’autant 

que n est impair, et c’est alors seulement quel’equation (20) admet 
une racine reelle, savoir 

(22) — I. 

Les autres racines correspondantes aux valeurs 



du nombre k, si n est impair, et aux valeurs 

n - — 2 

O, 1 , 2 ^ ...9 ^ 

du meme nombre k, si n est pair, seront evidemment toutes imagi- 
naires et conjugu 6 es deux k deux. Done I’equation (20) offrira, si n 
est impair, une racine rSelle et n — i racines imaginaires, si n est 
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pair, n racines imaginaires. Le nombre des racines distinctes sera 

done toujours egal au degre n de cette meme equation. 

En combinant la formule 




x=e 




avec les formules (67), (71) du § XII, et posant successivement 

nz=2, n = 3, « = 4 > •••> 


on trouTera, pour les racines imaginaires de I’equation a;* = — i , 



pour les racines imaginaires de I’equation ar® = — i , 



2 



pour les racines imaginaires de i’equation a;’ = — i , 



_i±\/=T 

a;=ze * = -pr » 

V'a 


ou plus simplement 




etc. 

D’apres ce qu’on vient de voir, les racines r^elles ou imagi- 
naires de chacune des quantites — i, -i-i sont on nombre 6gal Jk/i. 
D’ailleurs, pour obtenir toutes les valeurs de a; que donne la for- 
mule (i 3 ) ou (i 5 ), il suffit de multiplier successivement Tune de ces 
valeurs, par exemple 


L 

p»e«’' 


ou 


pfl 


par les diverses racines de I’unite du degr6 n, ou bien encore de mul- 
tiplier la seule expression 


( 23 ) 
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par les racines de i’unite, si a est positif, et par les racines 
de — I, si a est negatif. Ajoutons que, dans le premier cas, {’expres- 
sion (23^ sera precisement une des racines de <z -f- h\ — i, c’esl- 
a-dire une valeur particuliere de x propre a verifier I’equation (7). 
Cette valeur particuliere est celle que nous designerons par la no- 
tation 

1 

124) 

dont nous ne ferons usage qu’autant que la partie reelle de {’expres- 
sion imaginaire renfermee entre les parentheses sera positive. Cela 
pose, en admettant que p et s soient determines par les formules ( 9 ), 
on aura, pour des valeurs positives de a, 

1 z; 2 

(20) p"e"* ' =(a-+- 

et, pour des valeurs negatives de a, 

(26) =(— a — fty/— i) . 

Par suite, on tirera des formules (i3), (i5) : pour des valeurs posi- 
tives de a, 

1 . i— - 

(27) :c = (a-^ b\f^iy e " ; 

2 *" pour des valeurs negatives de a, 

1 rzT 

(28) = (— a — 

et Ton pourra enoncer la proposition suivante : 

TntoRiME I. — Le nombre des racines dislinctes de Vdquation bindme 

= a 4- 6 v^— I 

est egal au degre n de celle equation. Ces racines onl uh module commun 
equivalent a la puissance ^ du module de a -\-‘b sj — i . Elies sonl repre-- 
senlieSy pour des tialeurs positives de a, par les seconds membres des for^ 
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mules (i 3 ) ou ( 27 ); pour des valeurs ndgatives de a, par les seconds 
membres des formtdes (i 5 ) ou ( 28 ); et, pour hs obtenir toutes, il suffit 
de nuiUipUersuccessiuement I’une d'entre elles par les diverses racines ji‘ ” 
de I’ unite, c’est-a-dire par les diverses valeurs de I’ expression 


(29) 


r 

-“T-V" 


Les racines /i*®“** de a + 6 v — i etant representees par les seconds 
membres des equations (i3) ou (io)» los puissances de ces ra- 
cines {m etant un nombre entier premier a n), ou, en d’autres termes, 

les diverses valeurs de la puissance de a-hi V— i du degre — > seront 
evidemment comprises, si a est positif, dans la formule 


(3o) 


2 ULrJTi 

0 " C" 6 ^ n 


et, si a est negatif, dans la formule 


<3i) 


JZTx 


Dans le premier cas seulement, Tune de ces valeurs sera de la forme 


5 Sj/n 


Cette valeur, qu’on obtiendra en posant dans la formule (3o) k=. o, 
est celle que nous designerons par la notation 


(32) 




de sorte que, en supposant les quantites p, X, determinecs par les equa- 
tions ( 9 ), on aura, pour des valeurs positives de a. 


tn TTiy j— - 


(•33) p"e" 

* 

et, pour des valeurs negatives de a, 

fn nty /~r « 


( 34 ) 
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Par suite, les diverses valears de la puissance de a-i-b\ — i du 
degre ^ peuvent se deduire, pour des valeurs positives de a, de la 
formule 

^ ItimTZ r—- 

(35) (a + 6yCr])»e= « *' \ 


et, pour des valeurs negatives de a, de la formule 
(36) 




II est bon d’observer que chacun des facteurs 


(37) 

(38) 




.ilk+Wnfiz r—2 

* : v'-* 


compris dans les formules (3o) et (3i), ou (35) et (36), se reduit a 
Tune des raeines «*«“*» de la quantite -hi ou — i . II est d’ailleurs 
facile de s'assurer qu’on obtiendra successivement toutes les raeines, 
en attribuant successivement au nombre k, dans la formule ( 37 ), les 
valeurs entiferes comprises entre les limites o, et, dans la for- 
mule (38), les valeurs entieres comprises entre les limites o, 

pourvu que, suivant Thypothese admise, le nombre m soit premier 
a n. 

Observons encore que, en vertu des formules (aS) et (Sa), on aura 
generalement, pour des valeurs' positives de a, 

m r . iTw 

(89) (a-h 6v/— *)“= l(« + • 


Si Ton divise I’unite par la puissance de a + b\f^ du degre 
e’est-a-dire par le produit (3o) ou (3i), on obtiendra la puissance de 
a -h 6\/— I du degre — —• Les diverses valeurs de cette puissance 
seront comprises, si a est positif, dans la formule 
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ot, si a est negatif, dans la formula 


14 O 


-- 

0 ^ e " e 


f 2 A- +11 wit: 




Dans le premier eas settlement, Tune de ces valeurs sera de la forme 


143 ) 


m 7n y 


p " e " 


Cette valeur, qu’on obtiendra en posant dans la formule (4o) Jc = 0 , 
est celle que nous designerons par la notation 


(43) 


(a-4- ", 


de sorte que, en supposant les quantites p el ^ determinees par les 
equations ( 9 ), on aura, pour des valeurs positives de a, 


(44) 




et, pour des valeurs negatives de a, 

m »i« i — - _!!! 

(45) p " e ” =( — a — b\j — i) 


En general, m et n etant des nombres entiers quelconques, les deux 
notations 

m m 

(46) (a+ 6 \/^)", + 

seront, comme la notation 

» I 

(a -^bsj — i)", 

uniquement employees dans le cas oil I’expression imaginaire ren- 
fermee entre les parentheses offrira une partie reelle positive, a moins 
que la fraction — ne se reduise ii un nombre entier. 

Si la fraction — se reduit a un nombre entier m, alors les nota- 

n 

tions ( 46 ) pourront §tre employees, quel que soil le signe de la quan- 
tity a, et de la formule 


(4?) 


' 0-+- bsf^i =pe®('^ 
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on deduira immediatement les deux suivantos : 

(481 ( a - rb \ — 

Si, au contraire, — ne se reduit pas a un nombre entier, alors, en po- 
sanl, pour abreger. 



on tirera des formules (33) et (44)» niais seulement pour des valours 
positives do a, 

(49) {a+b\f^^=p9-eVX,\ri. 

L’equation ( 49 ) subsistant pour toutes les valeurs entieres ou frac- 
tionnaires de la quantite positive ou negative designee par p, I'ana- 
logie nous porte a I’etendre au cas memo oil la quantite p devient 
irrationnelle. C’est ce que nous ferons d6sormais. En consequence, si 
p est irrationnel, la notation 

{a-^bsf=lf 

sera employee pour designer le produit 
c’est-a-dire la limite vers laquelle converge I’expression 

t 

(oh- 6\/— i) » = p “e “ , 

tandis que Ton fait converger la quantite positive ou negative ± ^ 
vers une limite egale a p. 

La resolution de I’equation (7) entraine celle d’une Equation tri- 
nome de la forme 

(50) gr — 0. 

En effet, cette derniere, pouvant s’ecrire comme il suit 
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poiirra 4tre remplacee, si ^ — q est positif, par le systeme des deux 
eqiialions binomcs comprises dans la formule 

( 52 ) , 

et, si 7 — q est negatif, par le systeme des deux equations binomes 

4 

comprises dans la formule 

(53) ^/HT. 

Si n se reduit a I’unite, I’equation (5o) sera reduite a I’equation du 
second degre 

(54) px -^q — o 

et admettra deux racines r^elles in^gales et comprises dans la for- 
mule 



si Ton a 


(56) 

deux racines imaginaires inegales comprises dans la formula 



enfin deux racines reelles egales et d^terminees par la formule 




si Ton a 
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(6o) 


4 


= q. 


En terminant ce paragraphe, nous ferons, relativement aux racines 
^iemes (jg j’unite represontees par les diverses valours do Fexpres- 
sion (29), une observation qui n’estpas sans importance. 

Si Ton pose, pour abreger, 

y— 7 

(6r) X = e'' ^ 


et si Ton nomme /, V deux quantit^s entieres positives ou negatives, 
mais tellement cboisies que I ne soit pas divisible par n, les ex- 
pressions 


(62) 


#/5C 


V=e » 




V'= e » 


seront deux racines de I’unite distinctes Tune de I’autre, puisque 
la difference 




e » ) 


ne pent s’evanouir qu’autant que 

V- l 

n 


est un nombre entier. Done les expressions (62) seront deux racines 
de I’unite distinctes I’une de I’autre, si la difference V— I est in- 
ferieure a n, d’oii il resulte que, pour obtenir toutes les racines de 
I’unit^ du degr6 n, il sufiBt de prendre n termes consecutifs de la pro- 
gression g^ometrique 

(63) X-», X-s, X-S I, X‘, X*, X», 

indefiniment prolongee dans les deux sens, par exemple les termes 

(64) I, X, X*, .... X«-^ 

OEuvra deC. — %. II, t. X. 
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§ XX. — Logarilhmes des expressions imaginaires et logaritkmes 
ima^naires des qmntiUs reeUes. 

Soil 

b\j— i 

une expression imaginaire quelconque, a, b designant deux quantiles 
reelles. Ce qu’on appelle le logarithme de a -+• 5 dans le systeme 
dont la base est A, c’est une seconde expression imaginaire a+p \/— i , 
dans laquelle les quantiles aj ^ sont tellement choisies que Ton ait 

(0 A“+P\/=i = a+dv'^ 

et, par consequent, eu egard a la formule (5) du § XV, 

(3) 

Ainsi, en particulier, un logarithme nepirien de a -f- ^ \J~ i sera 
une expression imaginaire a -4- p tellement choisie que Ton ait 

(3) = a + b y/— i . 

D’ailleurs, si Ton fait 

(^) p = \/a*-(-6*, ?=:arctang^, 

et si Ton designe par k un nombre entier quelconque, on trouvera, 
pour des valeurs positives de a, 

(5) « + 6 y/— I = p p+(C±s*«) 

et, pour des valeurs negatives de a, 

(6) J — p — gip+p±(SA+i)n]^3t^ 

Cela pose, il est elair qu’on veridera la formule (3), si a cstpositif, en 
prenant 

a + Py/— I =lp4-(C±2A7r) sf—i^ 


(7) 
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et, si a devient negatif, en prenant 


(8) a-i-iSv — i = lpH-[t± (2A-4-i)r]v'— 1. 

II y a plus : on peut aisement s’assurer que la fomule (7) ou (8) 
fournira tous les logarithmes neperiens de I’expression imaginaire 
a + bs — i. Car, en vertu du theoreme II du § XIII, le module du 
premier membre de I’equation (3) devra se confondre avec le module 
p de I’expression a + 6 v — i- On aura done 


e“=p, a = lp. 

D’autre part, si, en adoptant la valeur prec4dente de a, on reduit k a 
zero dans la formule (5) ou (6), on tirera de cettq formule, jointe a 
I’equation (3) ; i" pour des valeurs positives de a. 


par consequent 


P — C=±2A'7r, p = C±2A-7r; 


2“ pour des valeurs negatives de a, 
par consequent 

g[P-(5±ic)]vCr_,, P — (?±ir)=±2A7r, p = S±(aA: + i)7r. 


On prouvera de ineme que les valeurs de a -t- p propres a veri- 
fier la formule (2), ou les logarithmes de a + relatifs au sys- 

tfeme dont la base est A, sont tous compris, pour des valeurs positives 
de a, dans la formule 

(9) — =Lp-h(C±: 3A:7r)Lg\/^, 

et, pour des valeurs negatives de a, dans la formule 


( 10 ) « + p v^i = ^7 ' = Lp -K? ± ail7c)Lev^i . 
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Si Ton suppose, en particulier, a-k-h \/— i = ± i > par consequent 
p = o, ^ = o, les formules (7), (8), on (9), (10) donneront pour les 
logarithmes neperiens de 1, non seulement zero, mais encore toutes 
les expressions imaginaires de la forme 

(11) ±2A:ir\/— I ou ±2.kitLe\J — i, 

et, pour les logarithmes neperiens de — i, toutes les expressions ima- 
ginaires de la forme 

(12) ou ±(2A:-i-i)irLe\/^i. 

Generalement, si i se reduit a une quantite r 4 elle a, on 

pourra, en vertu des formules (7), (8), ou (9), (10), considerer 

comme logarithmes de a : 1° si a est positif, toutes les expressions 

comprises dans la formule 
% 

(13) \a±.%k'R\j~i ou La±2A^7rLe\/— i; 

2° si a est negatif, toutes les expressions comprises dans la formule 

(14) 1(— a)±(2A:-hi)jrv/'“ * L(— a) ±: (2A'ir -H i)Lev/— i. 

Ohservons d’ailleurs qu’on peut obtenir toutes ces expressions en ajou- 
tant a Tune quelconque d’entre elles, par exemple, lorsque a est 
positif, au logarithme reel \a ou La, les divers logarithmes imagi- 
naires de I’unite. 

Lorsque, h n’etant pas nul, a est positif. Tun des logarithmes de 
a + bsj~i, savoir celui qui correspond k une valeur nulle do k, est 
pr4cis4ment 

(15) I ou Lp-i-SLev/^, 

suivantque Ton prend pour base le nombre e ou le nombre A. C’est ce 
logarithme que nous designerons par la notation 

(16) l(a + 6V'^— i) ou L(«-t-6v^^), 

dont nous ne ferons usage qu’autant que la portion r6elle de Texpres- 
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sion imaginaire renfermee entre les parentheses sera positive. Cela 
pose, en admettant que p et X soient determines par les formules ( 4 ), 
on aura, pour des valeurs positives de a, 

i Ip + ?V'~= + 

(*7) J , , , ^ 

( Lp + liLe\/—t=:L{a + b\f^i), 

et, pour des valeurs negatives de a, 

I lp+K\f^= l(—a-b\/~i), 



Lp + SLey/ — i = L( — a — 6 y/ — i). 

Par suite, les divers logarithmes de I’expression a + b\/— i se dedui- 
ront, pour des valeurs positives de a, de la formula 

(xg) l(a + b\/ — i)±2i5T\/~i ou L{a + b\/— i )± aArrcLey/— x, 

et, pour des valeurs negatives de a, de la formule 

{20) l(— <z— 6y/^)±(2^-l-x)jrv/— I ou L(— a— 6\/^x)±(2A-l-x)7r\/— x. 


L’inspection de ces diverses formules conduit immediatement a la pro- 
position suivante : 

TatORfiME I. — Une quantile reelh ou wie eacpression imaginaire quel- 
conque a toujours une infimti de logarithmes imaginaires , dont Vun 
devient riel lorsque I’expression dormie se riduit a une quantiti positive. 
De plus, pour obtenir tous ceshgarithmes, ilsu^t d’ajoutera Vun d’ entre 
eux les divers logarithmes de V unite compris dans la formule 

■±.‘ik'R ^ — I ou ±2ArxiLev/ — i- 


Ajoutons que, en vertu des formules ( 17 ) et de la formule (49) du 
§ XIX, on aura toujours, en designantparaxune expression imaginaire 
dont la partie r 6 elle soifcpositive. 


JjSC — 


lx 

lA 


= lafLe 


(2X) 

et 

( 23 ) 
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Soient maintenant 


(35) x = a + b\f — I, y = a'+ b'\J— i, z — a' bf \J — i , 

plusieurs expressions imaginaires dont les parties reelles 

a, a', a", ... 

soient positives. Si, en designant par 

p, p', p", ... 

leurs modules, on pose 

b b' b" 

? = arctang-> arctang— $"= arc tang •••> 

Cl CC €1 

on trouvera 

( 34 ) = y = p'e**'v^, 5=:p*e®'V-‘, 

et, par suite, 

( 35 ) xys . . . = pp'p"' . . . 

Si d'ailleurs I’arc 

est compris entre les limites — la partie reelle du produitaiys.. 

sera positive, et Tequation (26) entrainera les suivantes 

\{xyz...)^ l(ppy...) + (C4-C'+r + ...)v/=^, 
h(xys , . . ) = L(pp^p*’ . . . ) + (C -h t'-H . . .)Lcy^ — i, 

qu’on pourra encore 6crire comme il suit : 

\{xyz...)=: \x+ \y^ \z+..., 

(a6) 

L{xyz...)=Lx + Ly + Lz-\- — 

Pareillement, si, a 6tantpositif et (Ji designant une quantite r6elle quel 
conque, le produit reste compris entre les limites — 5 pre 
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miere des equations ( 23 ) donnera, non seulement 

(27) x^=.(^a+b\‘ — 


mais encore 


L(a;!^) =:L(pH') +fi?Le\/— 1 = ji[Lp4-?Le\/— i]. 


ou, ce qui revient au meme. 


(28) 


( L(a!H') = fiLar. 


Ainsi les formules (26), (28), qui sont generalement vraies lorsque 
X, y, a designent des quantites r6eiles positives, en vertu des pro- 
pri^tes fondamentales des logarithmes reels, ne peuvent pas etre eten- 
dues, sans de notables restrictions, au cas oii a?, 5, ... deviennent 

imaginaires. Dans ce dernier cas, les formules (26) subsisteront si, 
les valeurs de x,y,%, ... etant determinees par les formules (28), et 
leurs parties r6elles a, a\ ... etant positives, la somme 

b b' bf 

(29) arc tang- -f- arc tang-; -i-arctang-y •+■. . . 


reste comprise entre les limites — -i-^> et les formules (28) si, la 

quantite a etant positive, le produit 

< 3 o) fi arc tang ^ 

reste compris entre les memes limites. 


§ XXI. — Des series imaginaires doubles ou nmkiples. 

Si Ton suppose que les quantites comprises dans le tableau (i) du 
§ VIII se changent en autant d’ expressions imaginaires, la s^rie 
double, dont ces quantit 4 s 4 taient les diff 4 rents termes, deviendra 
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une s6rie double imaginaire, dont le terme general sera represente 

par 

m, rri etant deux nombres entiers quelconques- Pareillement on peut 
imaginer une serie imaginaire triple dont le terme general 

serait une fonction imaginaire des trois indices entiers m, m', m", et 
finalement une s6rie imaginaire multiple dont le terme general serait 
une fonction imaginaire de m indices 

m, m!, m", m"’, 

chacun de ces indices pouvant recevoir successivement les valeurs 
entiferes 

I > . 

Cela pose, nommons la somme formee par I’addition d’un nombre 
fini ou m6me infini de termes de la serie multiple, cette somme 6tant 
compos^e de manifere qu’elle renferme au moins tous les termes dans 
lesquels la somme des indices est inferieure a n, et que jamais elle 
ne comprenne un terme correspondent a des indices donnes sans ren- 
fermer en meme temps tous les termes qu’on en deduit en remplacjant 
ces mfimes indices ou quelques-uns d’entre eux par des indices 
moindres. Si, toutes les fois que les deux conditions prec^dentes sont 
remplies, la somme converge pour des valeurs croissantes de n vers 
une limite fixe s, la serie multiple sera dite cower gente, et la limite 
en question s’appellera la somme de la serie. 

Dans le cas contraire, la s6rie imaginaire multiple sera divergente et 
n’aura plus de somme. Si, dans le premier cas, on pose 

sera le reste de la serie imaginaire multiple, et ce reste, qui repr6- 
sentera ee qu’on peut nommer la somme de tous les termes non com- 
pris dans deviendra infiniment petit pour des valeurs infiniment 



RESUMES AXALYTIQCES. 


177 


grandes de n. En partant de ces definitions, on prouvera sans peine 
que, pour rendre les theorfemes I, II, III, IV , \ du § Till applicables 
aux series imaginaires multiples, il suffit de substituer dans ces theo- 
remes les modules des differents termes a leurs valeurs numeriques. 
Ainsi, en particulier, on pourra enoncer les propositions suivantes : 

iHEORiME I. — Lorsque ks modules des divers termes d’wne serie ima- 
ginaire multiple forment une sene reelle convergente, la serie imaginaire 
est elle-mime convergente. 

Tn^iORiME II. — Supposons que, pour un modide de la variable n infe- 
rieur dc, la fonction y dex soit diveloppahle en une prendire sine con- 
vergente ordonnie suivant les puissances entiires et positives de x, et que, 
pour un module de la variable y infeneur a d , la fonction z de y soit 
diveloppahle en une serie convergente ordonnie suivant les puissances 
entiires et positives dey\z sera developpabk en une nouveVe sirie conver- 
gente ordonnie suivant les puissances entiires et positives de x, toutes les 
fois que k module de x, itant infirieur d c, prodidra pour ks termes de 
la prendire sirie des modules dont la somme sera infineure a d. 

Pour montrer une application du theoreme II, supposons que, la 
valeur de x etant imaginaire, on prenne 

(I) 7 = ^- 


( 2 ) 


S — I “H 


f*7 . v-'y' , 

1 1.2 


1 .2.3 


-f-. • . • 


Comme les series comprises dans les seconds membres des for- 
mules (i) et ( 2 ) seront convergentes, la premiere pour tout module 
de la variable x inferieur a I’unit^, la seconde pour toute valeur ima- 
ginaire et finie de la variable y, on tirera de ces formules, en atlribuant 
aa; un moduler<]. 


/ ' X* \ U-* f X* a? 



Or, en vertu du theorfeme II, le second membre de la formule (3) 

CUSSni'rMrfe C. — S.II, t.X. 
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devra se rediiire poor ^ la somme d’une serie convergente 
ordonn^e suivant les puissances entieres et positives de x. D’ailleurs, 
ce second membre, coincidant pour des valeurs reelles de x avec le 
second membre de la formule (4) du § XI, se transformera, par cette 
reduction, en celui que presenle la formule ( 7 ) du meme paragraphe. 
On aura done, pour r < r. 


= 51^/= l-h fjtiC -4- 


1.2 


. 1 . 2.3 


End’autres termes, tantque le module de x restera inferieur a I’unite, 
la fonction j determinee par la formule (i) verifiera I'equation 


(4) 


= i -1- 


J .2 1.2.3 


Si Ton suppose, en particulier, [j, = i, la formule (4) donnera simple' 
ment 

( 0 ) 1 “f” Xm 


§ XXII. — Ddveloppements des fomtioas l(i -h a;), L(i 4 - a;), (i -+- xy- 
dans U cos oik la variable x devient imaginaire. 

Concevons que Ton attribue a la variable x une valeur imaginaire 
et de la forme 

(0 .2;=:re'^/^=7’(cosr + y/^sinr), 


r designant un module positif et t un arc reel. Si Ton fait, pour abreger, 


( 2 ) 


s =: arc tang 


rsinr 

H-rcos«’ 


et si Ton d^signe par p. une quantite reelle, on trouvera, pour toutes 
les valeurs positives de 1 4 - rcosi, par consequent pour toutes les 
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valeurs du module p comprises entre ies limifes o, i, 

i 

(3) I 4- a? = (i-j- 2rcosi 4- r®)- 

(4) 1(i4-j:’)= ^I(i4-2rcos^4-/‘*)4-5V'^> 

!i 

( 5 ) ( 1 4- ( 1 4- 2 r cos / 4- r*) * 


D’aufre part, en supposant la variable x reelle et comprise entre Ies 
limites — i, + 1, nous avons trouve 


(6) 


1 / ^ ar 

I(i4-^)=a; — — 4--J — 


1 *2*^ 


1.2 


J’ajoute maintenant que les formules (6), (7) subsistent eijcore, pour 
des valeurs imaginaires de a?, lorsgue le module r est inferieur k I’u- 
nite. C’est ce que Ton demontrera sans peine en operant comme il 
suit. 

Concevons que, la variable x etant imaginaire et son module infe- 
rieur k I’unite, on pose 


( 8 ) 


y — x 



ce qui est permis, puisque alors la serie comprise dans le second 
membre de la formule (8) est convergente. La formule(8) entrainera 
r^quation 

(9) 

(voir le paragrapbe precedent). Done j sera Tun des logarithmes ima- 
ginaires et neperiens de i -1- a;. En d’autres termes, on aura 

y — \{i + x)±:vik'R\J—iy 
- ^8 

(id) l(i-4-i»?) = rqr 2A:7rv /— i = ^ 1- V . + 2 ^ 77 ^— ly 

2 w 
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k designant un nombre entier, par consequent 

(n) -l(n-3rcos«-t-r*) = rcos« — — cosa«+ yCOsSf— ... 

• et 

j* sin t 

( 12 ) 5 = arc tang r = rsin^ sin 2 ^-i- sin3^ — ..,ip 2 A'tt. 

^ 14-27* cosi -Hr* 2 0 

On tire d'ailleurs de la formule (12) 

I r/ r* r® \ 7 * sin t 1 

-^■= ^ [{rsmt--sin2t+jsm3l -. . . j - arc tang 

et, comme, en vertu du theorfeme VII (§ VI), la somme 

7*® 7*® 

rsini sin2f+-5-sin3r— ... 

2 3 

sera, pour des valeurs de r comprises entre o et i, fonction continue 
de chacune des variables r et t, il est clair qu’on pourra en dire autant 
du second membre de Tequation (i 3 ). Done ce second membre variera 
par degree insensibles, avec r et t, entre les limiles r = o, r=i, 

/ = — 00, « = X. Cette condition ne pourrait etre remplie si, r et i 
venant a varier par degree insensibles, la quantite entilre ±k chan- 
geait brusquement de valeur. Done, pour toutes les valeurs de r et / 
comprises entre les limites dont il s’agit, ± k conservera une valeur 
constante egale a celle que fournit I’equation (12) pour r = o, e’est- 
a-dire une valeur nulle, et les formules (10), (12) devront fitre re- 
duites, la premiere a la formule ( 6 ), la seconde k la suivante : 

7* sin t 7 *® 7 *® 

(4) arc tang— : : =rsinf sin 2 i + -^sin3i — 

' ' ” H-3rcos« + r* 2 3 

Si Ton suppose, en particulier, t = I’equation (i 4 ) donnera 

7*® 7*® 

(i5) arctangr = r— j +y— ...; 

et, comme cette derni^re ne changera pas de forme quand on y rom- 
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placera r par — r, on en conclura, en ecrivant x au lieu de ±: r, que 
I’equation 

(i6) arctanga: = a; — 5- + •= ••• 

O t) 


subsiste pour toutes les valeurs reelles de x comprises entre les Umites 

m 

X= — I, X = 


Si I’on prend a; = i, on aura arc tangi = et, par consequent, 

(17) ir =4 — I'-H I — i + ...^ =3,14159260 — 

On trouvera encore, en attribuant a x une valeur imaginaire dont 
le module soit inferieur a I’unite, 

f \ 

(18) L(i-t- = = — —.. Ahe , 


Observons maintenant que, la variable x etant toujours positive et son 
module inferieur k Tunite, la formule (8) entraine, non seulement 
I’equation (9), mais encore celle-ci 


(19) 




1.2 1 . 2.0 


(jjL d^signant une quantity positive quelconque). On aura done encore 

^ 1.2 1 . 2.3 

ou, ce qui revient au m6me. 


Done la formule (6) continue de subsister dans le cas ob x, etant ima- 
ginaire, offre un module r <[ i . Alors, en egalant entre elles, dans les 
deux membres de la formule : i** les parties reelles, 2® les quantitbs 
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qui sont multipliees par V — OQ obtient les deux Equations 

— 4(4 — l) « 

(1 -H 2 r cos^ + r^y cosfis =:i~h [ircost -t — ^ — - r- cos 2 ^ — . . . , 

Hi 

(j -i' 2 r cosl -i- r^)- sinfjis = fir sial -h - — r^ sin 2 ^ -h — 


( 20 ) 


IT 

Si dans ces demises, jointes a la formule (2), on pose f = -> on trou 


vera 


5 = arctaDgr, /-^tangi, (i + 2rcosf + r*)* = (i4-r*) 

et, par suite, 


= (i 4 - r*)* = s6cs = — , 


COS£ 


j cosfjis = ~ — ' 1^2 3 4^ — ~ tang*5 — . . . j cosi^j, 

ai) < 

'I t- t \ t -1 


I sin fij = ^(ji tangs- 


1.2.3 




tang’s -4- . . . costas, 


ou, ce qui revient au meme, 

( cos jxs = [i — (jx)j tang’s + (fi)i tang’s — . . .] cost’s, 

( 22 ) 

( sin/ss = [fi tangs — (fi), tang’s - 4 -. . .] cost’s; 


puis on en conclura 
(23) tangy.s = 


[t tangs — ((ji)i tang’s + . . . 
I — ( !i)s tang’s + (fi)t tang’s — 


Comme d’ailleurs les equations (22), (23) ne changent pas de forme 
quand on y remplace s par — s, il est clair qu’elles subsistent, quelle 
que soit la quantite [jl, pour toutes les valeurs de s comprises enlre les 
limites 


( 24 ) s=— arctangi = — s = arctangi = 

Lorsque Texposant p. se r^duit a un nombre entier m, les Equa- 
tions (22), (28) se reduisent aux equations (2) et (3) du §XVI, et 
peuvent alors Eire Etendues des valeurs quelconques de I’arc s. 
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CONSIDERATIONS OMRALES. 


Dans un Memoire precedent, nous avons fait voir comment les lois 
de propagation et de polarisation de la lumiere pouvaient se deduire 
des equations aux differences partielles qui representent le mouve- 
ment d’un systeme de molecules sollicitees par des forces d’attraction 
ou de repulsion mutuelle (voir le V® Yolume des Exercices de Mathe- 
matiques). Toutefois, comme les formules (ii) de la page i3i du 
IV* Volume des Exercices {'), auxquelles nous avons eu recours, ne 
sont qu'approximatives, les lois que nous avons etablies ne sont pas 
rigoureusement exactes. Pour s’en convaincre, il suffit d’observer 
que , dans I’^nonc’^ de ces lois , on ne trouve rien qui soit relatif a 
la nature de la couleur. Or la dispersion des couleurs par le prisme 
prouve que, dans les corps transparents, la vitesse de propagation de 
la lumifere n’est pas la meme pour les difif6rentes couleurs. D’ailleurs 
les physiciens qui ont adopte Thypothfese des ondulations lumineuses 
supposent avec raison que la nature de chaque couleur est determinee 
par la dur^e plus ou moins grande des oscillations des mol6cules de 
Tether, de meme que la nature du son produit dans un corps solide 
ou fluide est determinee par la duree plus ou moins grande des oscil- 
lations des molecules de ce corps. II est done naturel d’admettre quMl 
existe.une relation entre la vitesse de propagation de la lumifere et 

(1) OEupres de Cauchy^ S. II, T- EX, p. i66. 
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la duree des vibrations lumineuses. Or cette relation ne saurait se 
deduire des equations aux differences partielles inscrites sous le n® 11, 
a la page i 3 i du lY* Volume des Exercices ('). Mais il importe de 
remarquer que ces equations se tirent elles-m^mes de formules plus 
generales que j'ai donnees dans le III® Volume (p. 190 et suiv.) (®). 
Frappe de cette idee, M. Coriolis me conseilla de rechercher si la con- 
sideration des termes que j’avais negliges en passant des unes aux 
autres ne fournirait pas le moyen d’expliquer la dispersion des cou- 
leurs. En suivant ce conseil, je suis heureusement parvenu a des for- . 
mules a I’aide desquelles on peut, non seulement assigner la cause 
du phenomfene dont il s’agit, mais encore en decouvrir les lois qui, 
malgre les nombreux et importants travaux des physiciens sur cette 
matiere, etaient restees inconnues jusqu’a ce jour. 

Pour que Ton puisse saisir plus facilement les principes sur lesquels 
repose I’analyse dont je vais faire usage, je reproduirai d’abord en pcu 
de mots les equations differentielles qui d^terminent le mouvement 
d’un systfeme de molecules sollicitees par des forces d’attraction ou de 
repulsion mutuelle. 

§ 1. — Equations differentielles du mouvement d’un systime de moUcides 
sollicitees par des forces d’attraction ou de repulsion mutuelle. 

Considerons un systfeme de molecules ou points mat^riels distri- 
bues arbitrairement dans une portion de I’espace et sollicites au mou- 
vement par des forces d’attraction ou de repulsion mutuelle. Soient 

tn la masse d’une de ces molecules; 

m, m', m", . . . celles des autres, et supposons que, dans un etat d’^ui- 
libre du systbme, x, j, z designent les coordonn^es de la molecule m 
rapport6es k trois axes rectangulaires; 
a? -h Aa?, j -f- A^, a -H As les coordonnees d’une autre molecule m-, 
r la distance des molecules m et m ; 

(*) OEueres Cauc^, S. II, T. IX, p. i66. 

(*) Id., S. n, T.Vin, p. 329 et eeiv. 
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a, p, y les angles formes par le rayon vecteur r avec les demi-axes des 
coordonnees positives. 

Admettons d’ailleurs que I’attraction ou la repulsion mutuelle des 
deux masses m et m, etant proportionnelle a ces masses et a une 
fonction de la distance r, soit representee, au signe pres, par 

(1) ittmf(r), 

f(r) designant une quantite positive lorsque les masses m, m s’at- 
tirent, et negative lorsqu’elles se repoussent. La resultante des attrac- 
tions ou repulsions exercees sur la molecule m par les molecules m, 
m\ ... aura pour projections algebriques sur les axes coordonnes 

( 2 ) niS[»zcosaf(r)], inS[m cosj3 f(7-)], mS[mcosy f(r)], 

la lettre S indiquant une somme de termes semblables, mais relatifs 
aux diverses molecules m, m', ..., et, puisque le systfeme est, par 
hypothfese, en equilibre, on aura necessairement 

(3) S[mcos«f(r)] = 0 , S[mcospf(r)3 = o, S[7ncosyf(r)] = 0 . 

Ajoutons que les quantites Aa?, Ly, As pourront etre exprimees en 
fonction de r et des angles a, p, y par les formules 

(4) Aa? = /-cos«, A 7 = rcosp, As = r cosy. 

Supposons maintenant que, le systfeme venant a se mouvoir, les 
molecules tn, m, m', ... se deplacent dans I’espacc, mais de maniere 
que la distance de deux molecules m et ttz varie dans un rapport peu 
different de I’unit^. Soient, au bout du temps t, 

I, -n, % 

des fonctions de a?, y, z, t qui representent les d^placements trfes 
petits de la molecule iw, mesur6s parallfelement aux axes coordonn6s, 
et 

r(i-i-£) 

la distance des deux molecules m, m. La quantite trfes petite e expri- 
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mera la dilatation lin^aire mesuree suivant le rayon vecteur r; et, 
comme les coordonn^es respectives des molecules m, m deviendront 

^ c, .r -h VI, 5 + C, 

•r + ? + A(^-r 4 ), y -r VI -t- A(_y + V]), s H-C -H A (5 -h ?). 

les projections algebriques de la distance /•(! + e) seront 6videmment 
Ax 4- A', A/4 -Av], As 4- AC 
on, ce qui revient au meme, 

r cos a 4 - A|, r cos p 4- Avi, r cos y 4 - AC. 

On trouvera par suite 

( 5 ) r*(i4-6)*=(/'cosa4- A|)“ 4 '(rcosp 4 - Avi)* 4 - (rcosy 4- AC)*, 


et Ton en conclura 

1 

(6) i4-8 = y/' 14- ^(cosaA|4-cospAv]4-cosyAC)4- ^ (A5*4- Avi*4- AC*). 

D’ailleurs, au bout du temps t, le rayon vecteur men6 de la molecule m 
a la molecule m formera, avec les demi-axes des coordonn^es posi- 
tives, des angles dont les cosinus seront represent6s, non plus par 


(7) 


cosa — 




mais par 


( 8 ) 


I Ax4- A| 
r(i 4 -e) 

Ay 4- Ati 
/■(14-8) 


cosa 4- — 
r 


14-8 


cosp ■ 


Avi 


14-8 


AC 

As4-AC .^ ^^^y^T 
/■(i-t-e) 14-8 


En consequence, les projections algebriques de la force motrice resul- 
tante des attractions ou repulsions exerc6es par les molecules m, 
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m, ... sur la molecule m, deviendront respectivement egales aux 
trois produits 


(9) 


■ j / A£\ f[r(i + s)l) 


J 1 + £ 


„{ ( An fr /•(!+£)]) 

mSjm(^cosy + -j 
tandis que les coefficients de m dans ces produits, savoir 


representeront les projections algebriques de la force acceleratrice qui 
sollicitera la molecule nt, et qui sera due aux actions des molecules m, 

m', D’autre part, si Ton prend x, y, s, t pour variables indepen- 

dantes, les projections algebriques de la force acceleratrice capable 
de produire le mouvement observe de la molecule m pourront etre 
representees par les expressions 

^ ^ ^ 

dt*’ 



puisque y], C designent les deplacements trbs petits de la molecule at 
mesures parallblement aux axes de x,y, s. Done, si le mouvement est 
uniquement du aux actions moieculaires, on aura 


(") 


dt* 

d*-n 

dt* 




Concevons a present que, les deplacements y), ^ et leurs diffe- 
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rencGS finies etant consideres comnie des quantiles infiniment petites 
du premier ordre, on neglige, dans les seconds membres des for- 
mules (ii), les infiniment petits des ordres superieurs au premier. 
Alors, comme on aura, en vertu de I’equation (6), 

( 12 ) e= l(cosaA' + cospAin-cosyA?), 

on ne devra conseirer dans le calcul que la premiere puissance de t, 
et, en faisant, pour abr^ger, 

(13) f(r) = rf(r)-f(r), 
on trouvera 

Par suite on tirera des formules (n), reunies aux equations (3), 



f^-s' 


+ S[m /(/•)£ cos«], 

(i5) 1 

^-8 

f{r). ' 
m—Aifj 
r 

+ S[m/(r)6COs|3], 




+ 8[m /(r)ecosy] 


ou, ce qui revient au mtoe, 

g H.S A, j + s [m 25!^^ Ac] , 

g = s [m Ag] + 8 [m ^ A^] -h S [m Ag] , 

g =S A$] + S [m ^2!I£MAfl j + s f/.^) . 

Telles sent les equations propres a repr^senter le mouvement d’un 
systfeme de molecules qui, ^tant sollicitees par des forces d'attraction 
ou de repulsion mutuelle, s’ecartent trbs peu des positions qu’elles 
occupaient dans un etat d’dquilibre du systfeme. 
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§11. — Integration des equations etabUes dans le paragrapke precidenl. 

Quelles que soient les valeurs generales de iq, K propres a verifier 
les ^uations (i6) du paragraphs precedent, on pourra toujours les 
supposcr developpees en series d’exponentielles dont les exposants 
soient des fonctions lineaires des variables independantes !v,y, s. En 
d’autres termes, on pourra representer yj, X, par des expressions de 
la forme 

(i) < 75 

u, p, w designant des constantes arbitraires, mais reelles, a, b, c des 
fonctions reelles ou imaginaires de tc, y, s, t, convenablement choi- 
sies, et le signe S indiquant une somme de termes semblables les uns 
aux autres, mais correspondants a divers systfemes de valeurs des 
constantes arbitraires «, p, w. Cela pos^, soient h, t, f les parties 
reelles des fonctions a, b, c, et — g, — 1), — i les coefficients de V— i 
dans ces mfemes fonctions. Les formuleg (i) deviendront 

I ^ = 2(i> — 5 \/^) 

(a) I Y] = 2(f — 

( C = 5(f — i\/^) 

Comme on aura d’ailleurs 

(3) cos(«a? + cy-h fv^) -h ^ i sin(«ar+ vy + ws), 

on tirera des equations ( 2 ), en developpant les produits renfermes 
sous le signe S et supprimant les parties imaginaires dans les valeurs 
de y], ^ qui doiventrester reelles, 

11=2 [l>cos(«a: + py + »>s) + 3sin(e/a? + py 4- ws)], 
y 5 = 2 [t cos ( UiT -t- vy->rv(>z) ■+■ ^ sin(Ka! + p/-4-<p5)], 

? = 2 [f cos(Kic4- py + (vz) 4 -i sin(«J? 4 - py 4 - <ps)]. 

OEuutc^ de C, — S. II, t. X. 


26 
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Soient maintenant 

(5^ = 

et 


Les constantes a, b, c verifieront la formule 

(7) 

el representeront les cosinus des angles formes par une certaine 
droite OP avec les demi-axes des coordonnees positives. De plus, 
comme on tirera des equations (6) 

( 8 ) u=:ka, P — kb, w — kc 
et, par suite, 

(9) ux -^vy '^wzzz.k^am -^hy ->r cz), 
il est clair qu’en posant, pour abreger, 

(10) x — ax-\-by-\-cz, 

on reduira les Equations (4) aux suivantes : 

1 ^ = 2 (ft cositt + j sinAri-), 

Y] = l{t coskx,+ I) sin At,), 

C =2(fcosAs; + tsinAt). 

Alors t. representera la distance du point (a?,/, s) k un plan OO'O" 
men6 par I’origine et perpendiculaire au demi-axe OP, cette distance 
6tant prise avec le signe + ou avec le signe — , suivant qu'clle se 
mesurera dans le m6me sens que le demi-axe OP, ou en sens inverse, 
k partir da plan OO'O" dont I’equation sera 

(12) ax + by + cz = 0. 

II reste k faire voir comment on pourra trouver les valeurs des coeffi- 
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cients }>, t, f, g, 1>, t exprimees en fonctions de la variable t et des con- 
stantes arbitraires a, b, c. On y parviendra sans peine a I’aide des 
considerations suivantes. 

Considerons d’abord le cas particulier ou chacune des inconnues 
7], C seraitrepresentee par un seul des termes compris sous le signe 1 
dans les formules (r i), c’est-a-dire le cas oil Ton aurait 

/ I = i cosA'i + 9 sin A't, 

(13) < 73 = e cos At + 1) sin At, 

( C = f cosAt + i sin At. 

Alors, en indiquant par la caracteristique A I’accroissement que regoit 
une function de os^y, s, quand on fait croitre cs de Ax, y de Ay, z de 
As, et par la lettre S Tangle que forme le rayon r avec le demi-axe OP, 
on trouvera 

(14) cos3 = flCOSa + JcosP + ccosy; 

puis on tirera ; i° de I’equation (lo), jointe aux formules (4) du § I, 

(15) At = aAa* + 6A/-l-cA3 = rcosd 
et, par suite, 

A cos At = cos (At + A At) — cos At 

=— [i — cos(Arcos5)] cosAt — sin(Ar eos5) slnAt, 

A sin At = sin ( At -t- A At) — sinAt 

=— [i — cos(Arcos5)] sinAt + sin(A/-cosd) cosAt; 

2 ® de la premiere des equations (i3) 

k 

( A| =— (li cosAt •+■ g sinAt) [i — cos(A/- cos 3)] 

\ + (jcosAt — lusinAt) sin(Arcos3). 

Done, si Ton prend pour variables independantes t et t, au lieu de 
y, s,t, on aura simplement 

(. 8 ) ^ = 
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ou, ce qui revient au mSme, 


V , . ,/Arcos3\ sinfA'rcosS) dc 

I i. -4 5 ;; 


on trouvera de m^me 


. ./AvcosdX sin(A7-cos(5) dvj 

5—) + k -R’ 


' it =- 2; S. 

i \ 2 J k 01 

En substituant les valeurs precedentes de AH, Ay], A^ dans les equa- 
tions (16) du § I et faisant, pour abreger, 


i 4 ^ = s [ 4 ® sl„> + S [4^2 cos'asi,!- , 

20 ) 3B. =S [2^® sm* (^4!i)] + S [225/a cos-psia> (tf!-*)], 

I K=s [2^:^ SiQ* (^2^)1 + s [22^ 2027 Sia- ( 

* =s[221^oo»pcos,sto>(^*)]. 

(2r)|^ — s cosy cosg sin* 


. , fkrcosS'' 


aT^m f(r) . . ./ArcosSNl 

= S — ^-i-Acos«cosSsinM — - — j h 


_g gQgjjj cos*a sin(Avcos5)j, 

(32) I 31l''=S cos5)J +S cos*Psin(A'rcos(5)J, 

I aii' = S sin(Ar cos3)j +S cos*y sin(Ar cos5) j; 

1^ =S cosp cosy sin(A/'cos3)j, 

^ =S cosy cosa sin(ATcosd)j, 

=S cos«cos|3 sin(Arcos5)j, 
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on en conclura 


( 24 ) 


j^=-(Ai+3ii»i+n)+( 



Les equations (24) se simplifient lorsque, dans I’etat d’equilibre du 
syst&me propose, les masses des molecules m, m', nf, ... sont deux a 
deux egales entre elles et dlstribuees sym6triquement de part et 
d’autre d’une molecule quelconque m sur des droites menees par le 
point avec lequel cette molecule coincide. En effet, comme la valeur 
de cosS determinee par I’equation (i4)» et par suite les termes dont 
se composent les sommes indiquees par le signe S dans cbacune des 
formules(22),(23), changent de signe on meme temps que les cosinus 
des trois angles a, y, il est clair que ces termes, compares deux h 
deux, seront, dans le cas dontil s’agit, equivalents au signe pres, mais 
alfectes de signes contraires. Done alors les coefficients designes par 
31G', ^ s’evanouironf, et les equations (24) se redui- 

ront a 

( 25 ) 


Les equations (25) fournissent le moyen de determiner, au bout du 
temps t, les trois fonctions v), K, ou, ce qui revient au m§me, les six 
fonctionsb, t, f, g, t, lorsque Ton connaitles valeurs initiales de ces 
memes fonctions et de leurs derivees prises par rapport k t. En effet, 
representons par 


% 

5oj ^09 ^0> *0. 
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les valeurs initiales de 


et par 


Tl» K, f, S. >)» *» 

In '*3i» Cn *i> Si> ’i 


les valeurs initiales de 


dri dii de di dj <?l) d't 

dt^ dt' dt* dt' dt* dt* dt’ dt 


On aura, en vertu des formules (x3), 

! |o = bp COSX-t + So SinA-r, 

Tr]o = toCOSAt + l)oSinAi:, 

Co =: fo cos A* + to sin At, 

/ |i=biCOsAt4-SiSinAt, 

(37) I ni=ei cosAt + l)i sinAt, 

( Cl =:fi cosAt + t, sinAt, 

et Ton pourra deduire des equations (aS) les valeurs de ?, yj, ^ rela- 
tives a un instant quelconque, en suivant la mdthode que nous allons 
indiquer. 

Soient x, ilii, s les cosinus des angles que forme, avec les demi- 
axes des x, y, z positives, une droite OA men^e par I’origine et pro- 
longee dans un certain sens. On aura 

(28) Jt.»-+-Tft)*4-G*=i, 

et la droite OA sera repr^sentee par la formule 


(»9) 

Soit encore 
13o) 



8=oA5-t-iiS)Yi-t-eC. 


La valeur de a, determines par la formule (3o), repr6sentera le d^pla- 
cement de la molecule m mesup6 parall^Iement k la droite OA, et sera 
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positive si ce deplacement se compte dans le meme sens que la direc- 
tion OA, mais negative dans le cas contraire. D’ailleurs, si Ton com- 
bine par voie d’addition les formules (25) apres avoir multiplie les 
deux membres de la premiere par ju, de la seconde par ife, de la troi- 
sieme par a, et si Ton choisit x, ife, ©, on plutot le rapport de 

maniere que les trois fractions 

^© Jlclo -h OlLiJl. + -t- -H 3ft.G 

X ’ vb 

deviennent egales entre elles, on trouvera, en designant par la 
valeur commune de ces trois fractions. 


(32) 



Or il existe trois valeurs de 5® propres a verifier la formule 

/ 0-.N •Cj*'® -I- -H -1- _ ^x -t- ®i)b -f- at.© 

X ~ -vib ~ . w 


et, par consequent, les trois equations 


(34) 

desquelles on tire 


(41 — J»)X -(- .Alll. 4- ^© = o, 
AX -h (OIL. — ^*)lft -1- $© = o, 
^X + -h (St — 5*) © = o. 


( (^-s*)(3U'-s*)(^-5*) 

/35A 

'■ ' I —«*(<.— J*) — 5*(31l- — s*)—A*(a& — i*)-l-2^^A = o. 

De plus, a ces trois valeurs de correspondent trois systfemes de 
valeurs pour les rapports et, par consequent, trois droites OA', 

OA", OA"' avec lesquelles on peut faire coincider suceessivement la 
droite OA. Enfin, il resulte de la forme des equations (34) que ces 
trois droites se confondent avec les trois axes de la surface du second 
degre representee par I’equation 

'36) 41x*-i-aiLy*4-3tiz*-i-2®yz4-2^zx + 2Axy = i, 



208 NODVEAUX EXERGICES RE MATHSMATIQUES. 

X, y, z designant de nouvelles coordonnees relatives a de nouveaux 
axes rectangulaires qui seraient menees par le point 0 parallelement 
aux axes des x, y, s; et Ton pent ajouter que, dans le cas oil cette 

surface est un ellipsoide, les trois valeurs de ^ sont precisement les 

carres des trois demi-axes. Done, a I’aide de la formule (Sa), on 
pourra determiner, au boat du temps /, les trois deplacements de la 
molecule m mesures parallelement aux trois axes de Tellipsoide ef, 
par suite, a trois droites perpendiculaires entre elles. Si Ton designe 
.ces trois deplacements par a', a", a* et les valeurs correspondantes de 
,i , Tfi), £ par 

..V, i)b', £', a.", al.'', lib", £", 

on tirera de la formule ( 3 o) 

I 8^ — ^ -f- llb^ 7] -I- f , 

(3;) j B''=c».'5-j-ilb'73 + ©'C, 

( 8"=: .l,*’^H-tlb"73 + £"?;, • 

et, comme on aura d’ailleurs 

I <JU'* +Tlb's + £'* = 1, 

I Jl.’'* + T)b''»+.©«=rr, 

I Tib'* +©'*=!, 

(38) ( 

I T)b''T)b"+ S’' ©'= 0, 

f -f“ ©" ©^ O, 

1 JW' + lib' lib' 4- ©' ©' = O, 

puisque les trois droites OA', OA", OA" se coupent a angles droits, on 
conclura des formules (37) 

73 = Tib' 8' 4- Tib' 8" 4- Tib's", 

?= S' s' 4- ©'s' 4- ©*8". 

Quant aux valeurs gen 6 rales de a", a", on les deduira de I’^qua- 
tion (Sa) en opArant comme il suit. 
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Soient Bo, «, les valeurs initiales de « et de On aura 

(40j 8 u— 'll!>Y3(i+ SJoi 

i40 llbiji-}- 3^1 

ou, ce qui revient au meme, 

1 42 ) 8 j= toili + fjS) cosA't + ( Jo Jb + IjoTli + to©) sin At, 
(43 ) 8 , = + t,Dli + f, 8 ) cos At + ( j, A + + >1 e ) sin At, 

et Ton tire de I’equation (Sa) 

situr 


ii09 


(44) 8 = 8 oCOSSf + 8 , 

d 

OU, en d’autres termes, 

, cos( A'l, 4- .rf) — cos f kv — St ) 


=:8oCOS^^^-Sl / COSSldt 

Jo 


H = -f- fo©) ■ 


“h (90“^ -f' tfo ift) -f- 


sinf kt -hsti — sini kt — 


cos (kt'h St) -4- cos (^i— 


/ n L n . ^vSinfA-t+^n+sinWi— . 
■(flinlU‘f!)iTfc4-ti6)- -Ut. 


Cela pose, faisons, pour abreger, 
(46) 


(47) 

et 

(48) 

Les fonctions 

(49) 


>0 cos At + go sin At = 9 ( t), 
to cos At + 1), sin At = x(*)» 
io cosAt + io sinAt=i|i(t), 

Jj cos At + Ji sin At = $(i), 
tj cos At + sin At = X(t), 
fi cosAt + i, sinAt =’!'■( t) 


J = ^ 


?(*), x(‘)t -Kt), *(0. X(t), iF(t) 


representeront les valeurs initiales de 


f , (>4 dt) dC 

dr’ dr’ dr’ 


OEmres de C. — S, U, t. X. 


27 
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ol Ton tirera de Tequation (44). reunie aux formules (42), (43), 

an 7u-ha/)-h7(t.— 0/) — an 

B := J ! llj, L bl h i 


(JO) < 




♦fv-t-Q/l— 4>fi — fin 


Xfi+fi<)+x{v-Qn -va+fio-i-T(i-fi«)' 

i) r 0 


!j dt. 


Coneevons inaintenant que, les trois valeurs de s' propres a verifier 
i’equation (35) ^tant positives, les valears correspondantes et posi- 
tives de s soient designees par s', s’, s” ef les valeurs correspondantes 
de Q par Q', Q,", Sf. La formule (5o) donnera 

»> = -la' i(t 4- Q't) + yj t~a't) fiV) 

2 2 2 

^ ^^, X(t-H^'0-i-X(t-Q'?) , ^, ye(,,+ Q!t) + WU-Q!t) 
'2 2 ' 2 



I — fi't) ^ ^p, y.(t-l-Q't)-^x(^^-iyO ^, <t>(t-4-Q'r) + »Kt — fi'n 

I ' ■'* ' " * '' » 

4. ,ft, x(v+fi'/)+X(,.-a''rt ^, v(».-(-fi'0-4->p(t-fi'/) ] . 
2 ' 2 2 ’ 


(52) ( 


(53) 


I ' 2 '2 ^ 2 ■ 




dl. 


En substiluant les valeurs preeedentes de s', a” dans les equa- 
tions (89), on obtiendra pour I, tj, ^ des functions de t et de i qui 
auront la double propri^te de satisfaire, au bout d’un temps quel- 
conque t, aux equations (aS) et de verifier, pour une valeur nulle 
de t, les conditions 


(54) 





Les inconnues yj, ^ et s', s' , s", ou les deplacements de la mole- 
cule nt mesures parallelement aux axes des so, y, a ef ceux de I’el- 
lipsoide (36), etant d^terminees comme on vient de le dire, on en 
deduira sans peine la vitesse to de la molecule m au bout d’un temps 
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quelconque t. En effet, si Ton projette cette vitme : i" Mir les axes 
lies a*, V, s; 2 " sur les axes de Tellipsoide (36), on trouvera pour pro- 
jections algebriques, dans le premier cas. 


^53 1 

dans le second cas 
1 56) 

' et par suite on aura 


^ ^ ^ 
d? dt’ dt’ 


^ ^ ^ 
dt* dt’ dt 



11 est bon d’observer que les equations (5i), ( 02 ), (53) sont toutes 
trois comprises dans la formule (5o), de laquelle on les deduit en pre- 
nant successivement s — s’, $=:$'',$ = s". Si d’ailleurs on pose 

(08) ■ nj (t) = alo -t- Till xt*") ■+* S 

(09) II(t)=:e!l£.$(t)- 4 -'lft.X(t)-i-S'F(<.) 


ou, ce qui revient au meme, 

(60) 1ST (t ) (ISq9.1» -I- tff ilH - 4 - to 3 ) cos Art -4- (09 -H i)oia> “4“ ^^ 3 ) sinAt, 

(61) H(^) “ -4- -4“ f( 3) cosA't -4" “4“ “4“ *1 3 ) siiiA't, 

la formule (5o) sera reduite a 

(62) ^_ p(* + QO + g(t-Qf) ' ^* H(t4-Q0-4-n(fc-Q0 ^^ 

^ J„ a ' 

Dans le mouvement que representent les equations (Sp) reunies aux 
formulas (5i), (52), (53), les d^placements ct les vitesses des mole- 
cules dependent des seules variables t- et t. Done, au bout d’un temps 
quelconque t, ces d^placements et ces vitesses scroht les memes pour 
les molecules situees k la meme distance ^ du plan represente par 
I’equation ( 12 ). 

Lorsque, a Torigine du mouvement, les vitesses et les deplacements 
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des molecules sont parajleles a Tun des trois axes de Tellipsoide ( 36 ), 
les fonctions ©(t), n(t) determinees par les formules (6o), (6i), et 
I’inconnue « determinee par requation (62) s’evanouissent pour deux 
des valeurs de s repr^sentees par s', s", en d’autres termes, deux des 
deplacements absolus et les vltesses absoiues des molecules rcstent 
toujours parallHes au m^me axe de I’eUipsoi^e. Si, dans le cas dont 

il s’agit, celui des deplacements a', a", a" qui differe de zero etant 

da 

designe par a, les valeurs initiales de a et savoir cr(t) et n(t ), 
verifient la condition 

(63) n(t)=:12oj'(t), 
la formule ( 62) donnera 

(64) 8 = tij(«-4- S2<). 

AJors la valeur de a sera la meme pour les molecules situees, au bout 
du temps t, a la distance t du plan 0'0"0" represente par Tequa- 
tion (12), et pour les molecules situees au bout du temps l-h At, a la 
distance t -i- Ac, la quantite Ac etant determinee par la formule 

(65) 

Done le mouvement d’une molecule quelconque m se transmettra im- 
mediatement a d’autres molecules voisines situees du c6te des t nega- 
tives, et la'vitesse avec laquelle le mouvement se propagera dans une 
direction perpendiculaire au plan OO'O", ou la valeur num^rique 
de ^ fourniepar I’^quation (20), sera precisement la constante posi- 
tive O. De plus, comme la fonction w(t.), determinee par I’equa- 
tion (60), reprend la m6me valeur quand on y fait croitre t de il 
est clair que la fonction a = ■+■ Qt) reprendra la meme valeur 

quand on attribuera I’accroissement ^ a la variable ou I’accroisse- 
meat ^ la variable Cela pose, faisons 



( 66 ) 
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et 

167) 




2ir 

M’ 


Si, au bout du temps t, on divise I’espace en une infinite de tranches 
par des plans paralleles les uns aux autres, et correspondants aux va- 
leurs de t qui reproduisent des valeurs donnees de la fonction « et de 

sa derivee la constante / representera ^videmment I’epaisseur de 
chaque tranche, tandis que la constante T representera la duree des 
oscillations isochrones, successivement executees par une molecule. 
Nous nommerons ondes planes les tranches dont nous venons de parler, 
et, pour fixer les idees, nous supposerons ces ondes comprises entre 
des plans traces de maniere qu’au bout du temps t I’epaisseur de 
I’une d’elles soit divisee en parties egales par le plan auquel appar- 
tient I’equation 

(68) .t = — Qf 


OU 

(69) ax-\-by + cz-=: — Qt. 

Alors on aura constamment 

(70) 8 = ct(o) et ^ = 

OU, ce qui revient au meme, 

<71) 8=:!»9X-ft»l)b4-fo© et ^ fjjlfe-i-io©) 

pour tous les points situes dans les plans qui diviseront en parties 
egales les epaisseurs des differentes ondes, et 

(7,) »="©’ s = 

OU, ce qui revient au meme, 

{^3 ) 8 — — (2^0 0^0 -j- “4” fjj ^*^(00 jId -4“ Hr ^ 0 ^) 
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pour les points situes dans les surfaces planes qui separeront ces 
memes ondes les uncs des autres. De plus, la vitesse de propagation 
d’une onde plane, c’est-a-dire, en d’autres termes, la vitesse de depla- 
eement du plan ^68) ou (69), mesuree dans une direction perpendi- 
eulaire a ce plan, sera constante, en vertu de la formule (68), et 
representee par £2. Comme on aura d’ailleurs, en vertu des for- 
mules (’66), (.67'), 

>74) £2T = / 

ou 
f75) 

il est clair que la vitesse £2 sera en raison direcfe des epaisseurs des 
ondes et en raison inverse des durees des oscillations moleculaires. 
Enfin on lirera des equations (48), (66), (67) 

177 ) ' s=kQ = ?f, 

et par suite la formule (60), qui determine s en function de k pour 
une direction donnee au plan OO'O", pourra servir encore a deter- 
miner T ou £2 en function de /. Done il existera generalement une 
relation entre la vitesse de propagation £2 d’une onde plane et son 
epaisseur 1 . 

Si la condition (63) etait remplacee par la suivante 

(78) n(t)=:-12®'(t), 
la formule (62) donnerait 

(79) « = — flO- 

Alors la valeur de a serait la meme pour les molecules situees au bout 
du temps « a la distance t-, et au bout du temps ? -4- A/ a la distance 
t--l- At- du plan 00' 0", la quantite At, etant determin^e par I’^uation 

(80) 



At = QAf. 
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Done le mouvement d’unc molecule quelconque in se transmettrait 
immediatement a d’autres molecules voisines, situees du cote des 
t positives, et la vifesse avec laquelle le mouvement se propagerait 

At 

dans une direction perpendiculaire au plan 00' 0", ou la valeur de 
fournie par I’equation (68), serait toujours la constante positive i2. 

Dans ce eas, on pourrait encore diviser I’espace en une infinite dc 
tranches ou ondes planes egales de meme epaisseur, a I’aide des plans 
paralleles au plan OO'O", et correspondants aux valeurs de t qui 

reproduisent les valeurs de a et ^ fournies par les equations (72) 

et (73). Alors aussi I’epaisseur de Tune des ondes serait divisee en 
deux parties egales par le plan auquel appartiendrait I’equation 

( 81 ) i=at 
ou 

(82) ax + by ■+-cs = Qt, 

et les formulas (80) et (71) continueraient de subsister pour tous les 
points situes dans les plans qui diviseraient en parties egales les 
epaisseurs des differentes ondes. Enfin, I’epaisseur / d’une onde plane, 
sa vitesse de propagation Q et la duree T des oscillations moleculaires 
verifieraient toujours les equations (66), (67), qui entraineraient 
encore les formules (74)* ( 75 ), (77)* 

Si les fonctions.cr(i), II(«) ne verifiaient ni la condition ( 63 ), ni la 
condition (78), le mouvement ne cesserait pas d’etre determine par 
les trois formules ( 5 i), (Sa), ( 53 ), dont chacune est semblable a la 
formule (62), et on pourrait le considerer comme produit par la 
composition de six mouvements pareils a ceux que repr^sentent les 
equations (64) et (79). Les ondes planes, correspondantes aux six 
mouvements dont il s’agit, se propageraient dans I’espace avec des 
vitesses deux a deux egales entre elles, mais dirig^es en sens inverses, 
et representees par £1', £2", £2". 

Si, au premier instant, les deplacements et les vitesses des mol 4 - 
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cules, mesures parallelement aux axes coordonn^s, etaient represen- 
tes par des sommes de termes semblables a ceux que renferment les 
seconds membres des formules (26), (27), en sorte qu’on eut 


<83} 


-84) 


. £„ = 2 ( bj cos A't -H So sin Art), 
< Tio = 2(fo cosA-t l)o sin At), 
( =2(fo cosAih- io sinAt), 


■ =2(b,cosAt-T-SiSinAr), 


YJi =2(ti cos At -j- 1|, sin At), 
=:2(fi cosAr-i-«, sinAt) 


ou, ce qui revient au meme, 


I cos(«j" + p/ + MP-s) + So sin( ttJ7 ■+■ Pj + tp-s)], 

(85) < Yio= 2[to cos(«jj -t- + (vs) ^ 0 sin(«j? + pj -f-M's)], 

[ ;* = 2[^ cos( « ws) -1- io sin( «ar 4- pj -t- ws)], 

/ £1 = 2[bj cos(«a? 4- p/4- fps) 4- Bi sin(w^4 - pjk + «'-)]» 

( 86 ) ( y)i = 2 [*i cos(«jf 4-PJK4- pps) + l)i sin(uaf 4- t^y + ws)], 

I Zi = 2[f| cos (ita; 4- vy-hvifz) 4- 1 , sin(Ka: 4- p/ 4 -tPs)], 

la fonction n etant toujours determinee par la formule (10), et le 
signe h indiquant I’addition de plusieurs ou meme d’une infinite de 
termes correspondants a divers systfemes de valeurs des constantes a, 
b, c, k ou a, p, HP; alors, k la place des formules (39), on obtiendrait 
les suivantes 

/ f =2 (oIU' 8'4- Jt>''8*’4-X''8''), 

{ 87 ) I Yl = 2(lll>'8'4-T&"'8''4-lft>®'8"'), 

( C = 2 ( e' 8'4- 8''4- e® 8*' ), 


les valeurs de s', s", a" etant encore celles qui se deduisent des equa- 
tions (5i), (52), (53), jointes aux formules (46), (47)- Alors aussi Ic 
mouvement du systbme pourrait etre considere comme produit par la 
composition de plusieurs ou m3me d’une infinite de mouvements sem- 
blables a ceux que representent les equations (64) et (76). 

II est bon d’observer que, dans les formules (85), (86), (87), les 
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sommes indiquees par le signe X peuvcnf etrc composees de trrmus 
tres peu differents les uns des autres, et se changer, par suite, en in- 
tegrates definies. Concevons, pour fixer les idees, que Ton remplace 
le signe 1 par trois signes J , indiquant une integration triple effec- 
tuee par rapport aux quantites u, e, »' entre les limites — ac, -f- x. 
Substituons en meme temps aux coefficients 


(88) 

et aux fonctions 
(89) 


\ tj, gg, l)g, ig, 

^ tj, gj, l||, i| 


J 8, 8*, b". 


1,90) 


I 8(,=ra(t), 8i = n(t) 
des produits de la forme 

I Sidudvdff’, du dv diP, £^dudpd\%', €^dudvd\v, i^^dudvdw, 3^dud\-d^y, 
f DidadydfP, <£idudydir, £idudvdw, iiidudvdw, i^^dudi dw, %idudydw 


et 


( 9 *) 


^ %dud{?d\Vj Wdud^^dw^ diidvdw^ Wdudvdw^ 


I 00 du d^ = Ho ( t ) du dv div, ©j du dv dw zz IIi (i ) da d? div, 

Alors, au lieu des formules (85), (86), on obtiendra les suivantes 

I />« /*» /»*» 

|£o=J j J [Oo cos(ttj:-f- (’7-1- «v5)-l-6oSin(«j:-t- ('y-+- 
(92) y f [®o cos(«j'-i- (’7-t-fy5) sin(«j;-i- ev-l-(y.3)]rfi/</efi?((’, 

I ^aO ^ BB ^ BE 

^ 0=1 I I [-^0 cos{ujc vy -j- ivz) -h s\n{ux -i- vy -h ws)}dud{^d\Vf 

r <«ao /»* 

zz / / / [Dj cos(war4- ry H- (r;s) + rj'4- w'i;)] i/ttrfpr/iv, 

I yi^ao j^koD 

Y3i= / / / [(61 cos{f/j:* 4 “ ify-hwz) +^i sin(«;2? 4- py 4 - wz)]dudi’diVf 

f ^BB ^BB 

?! = / / / [-f. COS {ux ws) 4 - Si sin {ux-h vy-^ w’s)] du dv div^ 

1 V — BB V — BB OB 


(Mwres de C. — S. II, t. X- 


sS 


( 93 ) 
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dans lesquelles 

S>o, -fo. ^0, 3o; ^1. 

pourront etre des fonctions quelconques de u, v, w. De plus, les for- 
mules (6o), (6i), (62) donneront 

(94) Ro (*^) ~ (£0^^ + ■ffl ®) cos At + (®oiA) + ^0^^ ^0® ) sill A' t, 

(90) ni(t) = (Hi ala -h <£iilJ» 4 - •^| 3 ) cosA't. + ((6i-jlo 4- i^iilb 4- 5 i ©) sinAv, 

0 lIo(t 4 -Qf) 4- n(,(t — Qf) ^ (t + 4 - Hi (t' — 


et Ton en deduira les valeurs de 0"' en attribuant i X, ifb, © los 

trois systfemes de valeurs x', ife', s'; x", iP/, s"; x", iib'", s'". Celu 
pose, les valeurs de v], precedemment determinees par les equa- 
tions (87), deviendront 


(97) 


l = f r r {X'@'-h x''&’+ X'’&’') dudu div, 

•/_ 00 go so 
^00 ^00 ^00 

■»)= / / / (lll)'0'+nl)'‘'0''+ lib"©"') 

z=r r r"(©/0'4-s''0"+3'0»')rf«^('<itr. 

00 V _ 00 ^ _ 06 


On peut choisir les coefficients 

1 ® 0 > ® 0 ) -^OJ ® 0 > ^ 0 * -^ 1 * ®i> 4 l, 

de manifere que les valeurs de 

?o> Uo, ?o; ^1, Tfli, Co 


fournies par les Equations (92), (98), se reduisent a des I'onelions 
quelconques de a?, y, s, savoir k 

(98) ?o=(p(af, y,a), no=z(*^*7>^)» Co= /. «)* 

(99) 5 i = ®(a?, j, js), Tfji = X(«r,y, 5), C,= W(a?,7, 5). 
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En effet, comme on a generalement, quelle que soil la fonction 

(loo) J)=) fff f 


toutes les integrations etant effectuees entre les limites - », + x, 
ou, ce qui revient au m^me, 


/(*.7,s) = ^^^ fffjyjm[uix-l)+p(y-iL)+c{s-^)]f(k,^'i)ikditd'idudi/div 


il est elair qu’on fera coincider les equations (92), (93) avec les for- 
mules (95), (96), si Ton prend 

I jjj = f fm{tt\+v\i+n''i) If I, «5|,= ff sm(BX+(j|i+«>v) ip(X, |i,v)rfXrfn<iv, 

Ji) = j f mlul+vy.+w'i) J, = f j sintaX+rin-H-v) (li(X,|i,v)<arf|i(i», 

1 ^ 1 =:!^* JJI‘m(ul+f^+m)i(\,\i,i)dkd^dt, yjj sm(BX+cn+(vv)$(X,|i,v)iXrffiiv, 

il = /Jco8(BX+r|i+«’v)V(X,[i,v)(ftrf|i<^, siB(«X+c|i+«’v)T(X,ft,v)dXrfn(i^. 

En ayant egard a ces dernlferes formules, on tirera des Equations (94) 
et( 95 ) 

(loS) fi(*)=(^)y f f [JI.«(X,|i,v)H-'il!)X{X,|i,v)+ef(A,[t,^)]MS(it-»X-pti-wv)(firf|i<iv 
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ou, ce qui revient au meme, 


U 07 ) n.,.)= ( jl)7//[A4.(X.^v)+lliX(X,i.,v)H-a?'(X,^v)] cosf«l^-X)4-K/-|^)+«'(=- 


Si, apres avoir deduit de I’equation (g^)* rfiunie aux equations (io6), 
(107), les valours de 0", 0”’, on les substitue dans les foi- 
mules (97), ces formulas representeront les int^grales generales des 
equations (i 5 ) ou (16) du § I, pourvu que les valeurs de s* determi- 
nees par la formula (44) soient reelles, et que, dans 1 etat d equilibie 
du systeme propose, les masses m', m\ m\... des diverses molecules 
soient deux a deux egales entre elles, et distribuees sym6triquement 
de part et d’autre d’une molecule quelconque m sur des droites me- 
nees par le point avec lequel cette molecule coincide. 

Dans les formulcs (102), (io 3 ),et(io 4 ),(io 5 ), ou(ro6), (107), les 
integrations relatives aux variables X, p., v doivent ^tre, comme dans 
I’equation (loo), generalement efiectuees entre les limites — co, +x. 
Toutefois, si les valeurs initiales des deplacements v], ^ et des vi- 


tcsses c’est-'a-dire les fonctions 

ot ot at 

X(j,r, j), 


ne differaient de zero que pour des valeurs de x, y, z corrcspondant('s 
aux points situes dans un certain espace, par exemple aux points 
renfermes entre deux surfaces courbes, deux surfaces cylindriques et 
deux surfaces planes representees par des Equations de la form(‘ 


(108) :! = Fi(a’,y), 

(109) J'.-foW, 

(no) a? = d’o, = 

on pourrait evidemment, dans les formulcs dont il s’agit, supposer les 
integrales prises entre les limites 

(in) V=:Fo{i, f^), V=:Fi{^, fA), 

(112) f^ = fo(^)» 

(n3) lr=.ri. 
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§ III. — Application des formules prdcidentes a la theorie 

de la lumiere. 


Supposons que le systeme de molecules, mentionne dans les deux 
precedents paragraphes, soit le fluide efhere dont les vibrations pro- 
duisent la sensation de la lumiere. Pour determiner les lois suivant 
lesquelles de semblables vibrations, d’abord circonscrites dans des 
limites tres resserrees autour d’un certain point 0, se propageront ii 
travers ce fluide, ilsuffit de considerer dans le premier instant un 
grand nombre d’ondes planes (voir la page 2i3) qui se superposenf 
dans le voisinage du point 0, et d’admettre que, les plans de ces 
ondes 6tant peu inclines les uns sur les autres, les vibrations des mo- 
lecules sont assez petites pour rester insensibles dans chaque onde 
prise separement, mais deviennent sensibles par la superposition in- 
diquee. Le temps venant a croitre, les ondes dont il s’agit viendront 
successivement se superposer en differents points de I’espace, et Ton 
nomme rayons lumineux la droite qui renferme tous les points de su- 
perposition. Toutefois, pour que ce rayon soit unique lorsque I’elasti- 
cite de Tether n’est pas la meme en tous sens, il est neccssaire que, 
dans chaque onde consid^r6e isolement, les vitesses et les deplace- 
ments des molecules soient parallbles a Tun des trois axes de Tellip- 
soide represcnte par Tequation (36) du § II. Alors le rayon lumineux 
sera ce qu’on appelle un rayon pokuisd parallfelement h. cet axe, et, si 
Ton nomme I Tepaisseur d’une onde plane, Q sa vilesse de propaga- 
tion, T la duree des oscillations mol6culaires, on aura 



( 3 ) 
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les valeurs de pour trois rayons polarises parallelement aux trois 
axes de Tellipsoide, seront precisement les carres de ces trois demi- 
axes. Observons d’ailleurs que, si Ton nomme r le rayon vecteur mene 
du point 0 a une molecule voisine na; a, y les angles formes par ce 
rayon yecteur avec les demi-axes des coordonnees positives ; a, ft, c 
les cosinus des angles formes avec ces demi-axes par une droite OP 
perpendiculaire au plan de I’onde; S Tangle compris entre cette per- 
pendiculaire et le rayon vecteur r, on aura [voir T^quation (i4) 
da§II] 

(4) cos3 = acosa-t-6cosj3-f-ccosy, 
pt que, en faisant, pour abreger, 

(5) ka=.u, kb = (', kc~w, 
on tirera de Tequation (4) 

(6) A:cos3= jtcosa-t-t> cos cosy. 

Gela pos4, les coelEcients 3TL, a, renfermes dans Tequation 

de Tellipsoide ci-dessus mentionne, c’est-a-dire dans la formule 

(7) ^z*-l- 2®yz + a^zx -1- adflxy = i, 


se trouveront, en vertu de Tequation (6) jointe aux formulas ( 20 ), 
( 21 ) du § II, determines comme il suit: 


( 8 ) 

(9) 




$ 


dvdw’ 




^ = 


(?»■<? 
dw du ’ 


X=z'0 + 


dw»’ 




du du’ 


les valeurs de t) et 't? etant 


(lo) 0 = j^i — cos[r(MCos« + pcosP-f-«’Cosy)]j|, 

(„) t? = s|g^[i(acosa-HPCOSp-H«.CQSy)«-f"-gi^ri.“CO^ 
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Lorsque, au premier instant, les vitesses et les deplacements des 
molecules dans une onde plane sont effectivement paralleles a Tun 
destrois axes de Tellipsoide represente parl’equation (7), ces depla- 
cements et ces vitesses restent constamment paralleles au mfeme axe, 
la lumifere se trouve polarisee parallelement a cet axe, et I’onde plane 
se propage avec une vitesse constante Q, sans jamais se subdiviser. 
Mais il n’en est pas toujours ainsi, et Ton pent concevoir une onde 
plane dans laquelle au premier instant les vitesses et les deplacements 
des molecules cesseraient d’etre parallfeles a Tun des trois axes de 
I’eHipsoide. En effet, pour composer une onde de cette espfece, il suffit 
de r6unir trois ondes planes tellement choisies que, dans la premi'ere, 
la seconde et la troisifeme, la lumibre se trouve polarisee parallele- 
ment au premier, au second et au troisieme axe de Tellipsoide, et 
d’admettre que, dans I’onde compos6e, la vitesse ou lo deplacement 
d’une molecule est representee par la diagonale du parallelepipede 
qui aurait pour c6t6s trois longueurs propres k repr6senter cette vi- 
tesse ou ce deplacement dans chacune des trois ondes composantes. 
Alors, le temps venant a croitre, I’onde composes se subdivisera en 
ses trois composantes, qui se propageront a travers le fluide ethere 
avec trois vitesses differentes. Ainsi, lorsque I’elasticit^ de Tether 
n’est pas la meme en tous sens, une onde plane, dans laquelle la 
lumiere n’etait point polarisee, se partage gen^ralement en trois 
ondes planes, dans lesquelles la lumiere est polarisee suivant trois 
directions distinctes; et par suite un rayon delumifere non polarisee 
se partage en trois rayons de lumibre polarisbe suivant les trois direc- 
tions dont il s’agit. 

Comme, en laissant les trois cotes d’un parallblepipbde dirigbs pa- 
rallblement a trois axes donnes, on pent toujours tracer ces cotes de 
maniere que la diagonale devienne parallfele a une droite choisie arbl- 
trairement, on doit conclure de ce qui a 6t6 dit ci-dessus que, dans 
une onde plane de lumibre non polarisee, les vitesses eties dbplace- 
ments des molecules peuvent btre parallbles a une droite quelconque. 

Les coefficients oro, x, «, renfermes dans TCquation (7) et. 
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par suite, les lois de polarisation de la lumiere dans une onde plane 
dependent, non seulenaent de la constitution geometrique du fluide 
ethere, c’est-^-dire du mode suivant lequel ses molecules se trouvent 
distribuees dans I’espace, mais encore de I’epaisseur I de I’onde plane 
et de sa direction, c’est-k-dire des cosinus a, b, c des angles formes 
par la perpendiculaire au plan de I’onde avec les demi-axes des coor- 
donnees positives, ou, ce qui revient au meme, des trois quantites 

u ka^ V = kb^ ( t * = kc. 

Nous dirons que I’elasticite du fluide ethere est la mfime en tous 
sens autour d’un point quelconque 0, si la constitution de ce fluide 
est telle que Tellipsoide (7), qui determine les lois de polarisation 
d’une onde plane passant par ce point, conserve une forme invariable, 
tandis que Ton fait varier la direction du plan de Tonde, et si d’ailleurs 
la position de cet ellipsoids est uniquement dependants de la direc- 
tion de ce plan. Alors, tandis que Ton fera tourner le plan de I’onde 
sur lui-m6me, la surface de Tellipsoide devra toujours passer par les 
m§mes points de I’espace et du plan. Done cet ellipsoide devra ^tre do 
revolution autour de la droite perpendiculaire au plan de I’onde; ct, 
de plus, I’axe de revolution ainsi que le rayon de I’^quateur, etant in- 
dependants de la direction du plan de I’onde, demeureront constants, 
quelles que soient les valeurs attribuees aux trois quantites a, b, c. 

Nous dirons que Telasticite du fluide ether6 est la m^me on tous sens 
autour d’un axe quelconque parallMe a un axe donne, par exemple 
a I’axe des s, si la forme de Tellipsoide (7) depend uniquement de 
Tangle compris entre le plan de Tonde ct Taxe des s, ct si cot cllip- 
soide tourne seulement autour de cet axe en meme temps quo la per- 
pendiculaire au plan de Tonde. 

Cela pos6, il sera facile d'obtenir les conditions analytiques propres 
a exprimer que Telasticit6 de Tether est la m6me en tous sens autour 
d’un point quelconque, ou autour d’un axe quelconque parallfelc li 
Taxe des x. On y parviendra effectivement k Taide des considerations 
suivantes. 
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Outre le systeme des trois axes coordonnes des x, y, z, considerons 
un second systeme d’axes rectangulaires des x,, yi, z, qui partent de 
la meme origine 0 que les trois premiers. Supposons d’ailleurs que 
les axes des x,, y„ z,, apres avoir d’abord coincide avec les axes des 
X, y, z, s’en separent et entrainent dans leur mouvement le plan de 
I’onde et la droite perpendiculaire a ee plan, en sorte que cette droite 
passe de la position OP k une nouvelle position OQ, I’^paisseur / de 
I’onde restant invariable. Le rayon vecteur r, dont la direction n’aura 
pas change, formera : i® avec les demi-axes des x, y, z positives les 
angles a, p, y, et avec les demi-axes des x,, y,, positives d’autres 
angles a,, p,, y,; 2° avec les droites OP et OQ des angles S„ deter- 
mines par r^quation (4) et par la suivante 

(12) cos 5 i = acosai-i-dcosPi-i-ccosyi, 

de laquelle on tirera, en ayant egard aux equations ( 5 ), 

(13) A-cos3i= Mcosai-i- pcosPi + K'cosyi. 

Soient maintenant 

tin,, 5t>i, ^ 1 , ti),, 

ce que deviennent les quantit 4 s 

I, OIL; X, «, % A, O, t?, 


d6termin6es par les equations (8), (9), (10), (ii), quand on remplace 
a, p, y par a^, p,, y,, en sorte qu’on ait 


( 4 ) 

(i5) 


-o 


dw 




T 


tDi 4- 




dfvdu 


A, 


Ou de’ 


les valeurs de t),, <?, etant 


(16) t 3 ,= s| _ cos[/-(« cosa,4- p cos Pi -h wcosyOjj |, 

QEurretdtC , — S. 11, t. X- 


29 
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Les deux ellipsoides qui determineront les lois de la polarisation pour 
les ondes planes perpendiculaires aux deux droites OP, OQ seront 
representes, le premier par I’equation ( 7), le second par la suivante : 

(18) 4- aHiyf 4-X,z| -H 2fiy,Zi-H 2^,zix,-ha^liXiyi = i. 

De plus, le second ellipsoide sera pareil au premier et place a I’egard 
des axes coordonn^s des x,, y,, eomme le premier Test k I’egard 
des axes eoordonnes des x, y, z, si Ton a 


(19) = 3 II.J- 31 L, = 

(20) ^ ^1=^. 

Enfin, ces dernikres conditions, si elles doivent 6tre verifi6es quels 
que soient u, p, w, pourront etre remplacees par les deux suivantes : 


(21) 


tDj=t3, ’<?i 


Effectivement, il suit des equations (8), (9), (r 4 ) et (i 5 ) que les con- 
ditions (19) et (20) peuvent etre presentees sous la forme 




dv 6vp ’ dw du ’ du de ~ 


Or les formulas (22), (28) seront eyidemment verifiees, si Ton a pour 
des valeurs quelconques de u, v, w 

= 

Reciproquement, si les conditions (22) et (28) subsistont pour des 
valeurs quelconques de «, v, w, alors, en vertu des conditions (28), 
les trois quantit6s 

( 24 ) — j)r-’ ■ d9 

et, par suite, les trois quantites 
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seront seulement fonctions, la premiere de u, la seconde de v, la troi- 
sifeme de w. Done ces trois quantites ne pourront, comme I’exigent 
les conditions (22), acquerir une valeur commune tD — o,, qu’autant 
que cette valeur commune sera une quantite constanle, c’est-a-dire 
independante des trois variables u, v, w. D’ailleurs, lorsqu’on pose 
k = o, et, par suite, u = o, v = o, w = 0, on tire des equations (10) 
et (16) 

tD = 0, t?, = o, t) — Oi = o. 


Par consequent, dans Thypothfese admise, on aura generalement 


■o — t), = o 

ou, ce qui revient au meme, 

(26) tD, = TD, 

et les conditions (22) se reduiront k 


(27) 


du^ 






De ces dernibres, jointes aux conditions (28), on conclura que les 
quantites (24) se reduisent k des constantes; et, comme, en vertu des 
formulas (ii), (17), les expressions 

^ ^ ^ ^ ^ 

’ do’ dfv’ du’ do’ dvo 


s’evanouiront pour des valeurs nulles de u, v, w, il est clair qu’on aura 
generalement 


(28) 


dli. " ’ 


do ’ dvo ' 


Done la difference 




se reduira elle-meme k une constante qui sera encore nulle, attendu 
que <?, et "<? s’evanouissent en mfime temps que les trois variables 
u, V, w. On aura done encore, dans Phypothfese admise, 


(39) 
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et les formules (21), ou (26) et (29), seront alors une consequence 
necessaire des conditions (22) et (23). 

Pour que Telasticite de Tether puisse etre cens6e rester la meme en 
tous sens autour d’un point quelconque, il est necessaire et il suffit 
evidemment que, des deux ellipsoides representes par les equa- 
tions (7), (18), le second soit toujours pareil au premier et place 
a Tegard des axes des x<, z, comme le premier Test k Tegard des 
axes des x, y, z; par consequent il est necessaire et il suffit que les 
conditions (21) soient toujours verifiees, c’est-a-dire que ces condi- 
tions subsistent quelles que soient les valeurs de u, w et quel que 
soit le nouveau sysUme d’axes rectangulaires des x,, y<, z,. 

Si Ton demande les conditions necessaires pour que Telasticite de 
Tether puisse etre censee rester la m^me en tous sens autour d’un 
axe quelconque parallfele a Taxe des s, ces conditions ne cesseront 
pas d’etre exprim6es par les formules (21), qui devront subsister 
encore, independamment des valeurs attributes a u, v, w, non plus 
quels que soient les nouveaux axes des x,, y^, z,, mais seulement 
quels que soient les nouveaux axes des x, et y,, Taxe des z, etant 
superpose a Taxe des z. 

Il nous reste a developper les conditions (21) et k monlrer les 
diverses formules qui s’en deduisent. 

Observons d’abord que, en vertu des Equations (10), (ii), (16), 
(17), jointes aux formules (4) et (r3), les conditions (21) peuvent 
s’ecrire comme il suit : 


<3o) S 


m f(r) 


[r — cos(Ar cos(J,)]{ = S 




[f — cos(Ar cos5)][, 


(3i) 



j'«/(r) j- 

|^s| 

i'n/(r) j" 


cos (A/' 


rcos3i) j| 


-+• 


cos(Ar cos3)1) 

7^ — Jr 


Ainsi les conditions ntcessaires et suffisanles pour que Ttlasticite de 
Tether puisse ttre censte rester la mtme en tous sens autour d’un 
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point quelconque ou autour d’un axe quelconque parallele a I’axe 
des z se reduisent a ce que les deux quantites 

(32) t) = S I [i — cos ( kr cos 3)] |, 

„„ c o i ^ /^('■) fi r? cos (At cos 5)'] ) 

(33) \9=S|— :^UA'»cos*3h iJI 

ne changent pas de valeur quand on y remplaee Tangle § compris 
entre le rayon vecteur r et la droite OP par Tangle 8, compris entre 
le rayon vecteur r et la droite OQ; les droites OP, OQ pouvant etre 
choisies arbitrairement dans le premier cas, et etant assujetties dans 
le second a la seule condition de former toutes deux le m^me angle 
avec Taxe des s. Observons encore : 1 “ que, en vertu des equa- 
tions (5), u, V, w representent evidemment les coordonnees d’un 
point P situe sur la droite OP a la distance k du point 0 et verifient 
la condition 

(34) 

de laquelle on tire 

(35) 

2 ° que si Ton nomme u, v, w les coordonnees d’un point Q situe sur 
la droite OQ a la distance k du point 0, il suffira de substituer la 
droite OQ a la droite OP pour deduire des formules (6) et (35) les 
deux suivantes 

(36) AcosSi^i «I cos« -h Pi cosp 4 - mpi cosy, 

(37) . A = v/«l + Pl 4 -ppf, 

dans lesquelles on devra remplacer par «p, si les droites OP, OQ 
forment le mfime angle avec Taxe des s. Cela pose, les conditions 
n6cessaires et sufiSsantes pour que T^lasticite de Tether puisse etre 
censee rester la m^ime en tous sens autour d’un point quelconque ou 
bien autour d’un axe quelconque parallfele a Taxe des z, c’est-b-dire 
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les conditions (3o) et (3i) pourront s’ecrire comme il suit 


(38) 


(39) 


S I l^i — cos[r( cos a + Pi cos§ + iVi cosy )]j | 

: 8 1 - 1^1 — eos[r(M cosa + p cosP + pp cosy)]j|, 

/ r,[mf(r)r,, a cos[r(jf,cosa + PiCOS|3 + (p,cosy)]D 

S -^U(«iCosa + p,cosj34-pp,cosy)*H ^ j 

_(m/'(r)r,, a \t cos[r(« cosa-i-p cos|3 + «> cosy)]]) 

= S i(« cosa 4- p cos^ + w cosy)*H , 

les quantites variables , «*, se trouvant llees avec lesquantites u, 

V, w par I’equation 


(4°) 


«| + Pi + tPi=«’+ p*+pp*, 


qui, dans le second cas seulement, se partage en deux autres, savoir 

(41) «}4- Pi=:a’+P*, PPi=»’. 

On verifie la formule (4o) en supposant 

( 42 ) Pi = o> «'i=o> ai=±\/«*+ p’+W’*=± 4'. 


En vertu de cette supposition, les formules (38) et ( 39 ) deviennent 


imf(/-) 


(43) 


f(^) r 

r L 


cos[r(MCOsa + pcos§ + (PCOsy)] 


= sj^!^[i-coi(freos«)]|, 


«4) 


^ [«» + ,.cosr)> 1 


R4ciproquement, si ces derni^res subsistont, quelles que soient les 
valeurs de u, v, w, leurs premiers membres ne seront point alt6r6s 
quand on y remplacera les quantites «, 9, w par d’autres quantit6s 
9^, 99 i propres k verifier I’^quation 


«’ + pj + (vj = 4*=. «*+ p*H- pp*. 
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Done les equations (43)» (44)> deduites des formules (38), (89), 
entraineront k leur tour ces formules auxquelies on pourra les sub- 
stituer sans inconvenient. D’autre part, comme on aura generale- 
ment 

cos [r(a cosa + p cos j3 + w cosy)] 


— 

1.2 


( « COS a -I- (’ COS p + tv COS y 


H- 


1 .2.3*4 


(wcosa -4- pcosp -f- (vcosy)* 


cos(A'rcosa) = i ^*cos*aH 5-7- A'* cos* a — . . . 

1.2 X.2.o.^ 


= I (u* + p*-i- tp*) cos*a 


1 .2 


H 5— 7(m® 4- p*+ pp®)* cos*a — . . 

1. 2. 3. 4 ' 


il suffira d’egaler entre eux les termes qui, dans les deux membres 
des equations (43) et (44)» representeront des fonctions homogenes 
de u, p, w du degre 2ra pour obtenir les formules 

(45) f(r) (acosa + pcos^ -htpcosy)*"] = 4*" f(r) cos*"a] 

et 


(46) S[mr®'*-®/(r) (wcosa + pcos^ 4 -«'COSy)*'*] = 4*" S[7»r*'*-’/(r) cos*" a], 

dont la premikre devra etre etendue a toutes les valeurs positives du 
nombre entier n, et la seconds a toutes les valeurs de n qui surpassent 
I’unite. Endn, comme les deux expressions 

(MCOsa-+- p cos P + pp cosy)*", 4 *"(m* + p*4-pp*)*, 

etant developpees, fournissent, la premikre des termes de la forme 

1.2.3. . .2^ ^ ^ ^ a (jogVy 

(l.2...X)(l.2...(Jl)(l.2...V) ^ ‘ 

dans lesquels les exposants \ pi, v, lies entre eux par I’kquation 

(4?) 5i-t-iii + v = 2n, 
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peuvent fetre pairs ou impairs, et la seconds des termes de la forme 






u}-vV-w'‘ 


= 

(2.4* •.>>)(2-4...fA)(2-4. 

_ 1-2-3---3W 

i.3.5...(2n— ,i) (i. 2 ...X)(i. 2 ...fi)(i. 2 ...v) 


dans lesquels les exposants p., v sont toujours pairs; comme d’ail- 
leurs les formules ( 45 ) et (46) doivent subsister ind 4 pendamment 
des Taleurs attribuees et offrir chacune dans le premier et 

dans le second membre les mSmes puissances de u, v, w multipliees 
par les m^mes coefficients, on tirera de ces formules : 1° pour des 
valeurs impaires de X, de p ou de v, 

(48) f(r) cos^«cose|3 cos^'y] = 0 
et 

(49) cos^a cosi*p cos'' y] = 0 ; 


2° pour des valeurs paires de X, p et v 

( 00 ) f(;-)cos^acosl‘|3cos''y] = -- ' - " - ^~r .^ ^| . ":^ . ^gj ^ ^ ^ ^ ^ ^ f(r)cos‘««] 


et 


(5i) S [mr*»-»/(r) cos^a cosl‘(3 cos''y] = 5 ® COS*» a], 

le nombre n, dont le double equivaut a la somme X + p + v, pouvant 
fitre quelconque dans les Equations (48), ( 5 o), mais devant surpassor 
I’ttnitA dans les Equations (49), ( 5 i). Ainsi, en particulier, on con- 
clura des formules (48), ( 5 o), en posant w= r, 


S[mr f(r) cosp cosy] = 8[mr f(r) cosy cosa] =: S[mr f(r) cosa cos|3] rr 0 , 
S[mrf(r)cos*«] =:8[»i/’f(r)cos’P] =:S[mrf(/')cos*y]; 
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et des formules (49)» (^i)! en posantn = 2, 

S['«^/(/')cos j3cos®7]= S[»ir/(/-)cos yeos’a]= S[m/-/(/-) cos acos®^] 

S[mr/(/’) cos*.3 cos y] = S[»i/'/(r)cos®ycos «]= S[/nr/(r)cos*acos p] 

S[^*^/('’)cos®pcos®y]=: S [?«/•/(;•) cos®ycos*a]= S[ffi/'/(r)cos*«cos®^] 
iS[fli7-/(r)cos*a3 =iS[m/-/(r)cos®P] =iS[/»r/(r) 008*7]. 

Ajoutons que des formules (48), ( 49 ), (So), (Si) on peut remontcr 
immediatement aux formules ( 4 i)> ( 46 ), par consequent aux for- 
mules (43), (44). ainsi qu’aux formules (38), (89). Done, en defi- 
nitive, les formules ( 48 ), ( 49 ), (5o) et (Sr), etendues a toutes les 
valeurs positives du nombre entier n, ou du moins, s’il s’agit des for- 
mules ( 49 ) et (Si), aux valeurs entieres de n qui surpassent I’unife, 
expriment les conditions necessaires et suffisantes pour que Telasti- 
cite de Tether puisse etre censee rester la meme en tons sens autour 
d’un point quelconque. 

Lorsque ces conditions sont remplies, on tire des equations (10) 
et (i i) jointes aux formules ( 43 ) et ( 44 ) 

(02) '0 = s|^^^[i — costA-rcosa)]!, 

(53) = + 

D’autre part, si, apres avoir fait, pour abreger, 


(54) 

K = |As= 

9 

2 

on designe par 

(33) 

jl 



les d 6 rivees du premier ct du second ordre de consider^ comme 
fonction de K, on trouvera 

ou av div 


ORuprei de C. — S* 11, t. X. 


So 
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et, par suite, 


du 


dv 


d’(? 

dfv 


d-^ 

du^ 


<)*<? 

dv* 

= 1?'+ <'*■'?% 

d*-*? 

dw* 


dfdfv 


d*^ 
dw du 

= wu-<?'', 

dudv 



En consequence, les formules (8), (9) donneront 
(56) <.= 0 + 3JL = '0+V-hv*'<9’, = 

(67) 9 =: vw’*?" , ^ A = 

et I’equation (7), e’est-a-dire I’equation de rellipsoidc qui determine 
les lois de la polarisation, deviendra 

(58) ’^“(ux + py 4 - «'z)*+('0 4-''?') (x* 4 -y* + z*) = 1 . 

Pour reconnaitre plus aisement la forme de cet ellipsoide, concevons 
que Ton fasse eoincider I’axe des z avec la droite OP perpendiculaire 
au plan de I’onde. Comme on aura dans cette hypothese 

M = 0, v — o, 

la formule (34) donnera 

w=±k, 

et la formule (58) sera r^duite k 

-(Sg) (*0 + •<?') + = 

D’ailleurs, en vertu de ce qui a ete dit plus haut (page 229), les valeurs 
de ID, '<?, et par suite celles de <<?", ne varieront pas dans lo pas- 
sage de I’equation (58) a I’equation (Sg). Maintenant, il est clair que 
Pellipsoide repr6sent6 par Pequatidn (Sg) sera de revolution autour 
de I’axe des z et que, dans cet ellipsoide, le carre du rayon de l’6qua- 
teur sera egal au rapport 

1 


(60) 
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le carre du demi-axe de revolution etant 

ta + tp'-i-A-*!?"’ 

Au reste, la discussion de Tequation (58) conduirait imm^diatemenl 
auxmemes conclusions. Ainsi, comme nous I’avions prevu (page 224), 
lorsque I’elasticite de Tether est la meme en tous sens autour d’un 
point quelconque, Tellipsoide qui determine les lois de polarisation 
d’une onde plane est de revolution autour de la droite perpendicu- 
laire au plan de I’onde; et dans cet ellipsoide I’axe de revolution et 
le rayon de I’equateur ne dependent pas des quantites a, b, c, mais 
seulement de la quantite k renfermee dans les valeurs de x), <? que 
fournissent les equations (52) et (53). Ajoutons : i® que les for- 
mules (53) et (55) Jointes k I’equation (54) donneront 

(6a) = 

A di I r 1_ Arcosa Jj 

//!9\ ^ t /ra/(r) cos*a rsin(A:rcosa) ,, ."Ij 

2® qu’en developpant suivant les puissances ascendantes de k les der- 
niers membres des formules (52), (62) et (63) on en tirera 

(64, 0 = ^ _ 

I»2 I>2*u.Z|. I*2.OaZ(.^»0 

/CSX MO '»'■/('’) COS* « wo»»^*/('’)C0S*a , (,,omr‘/{r)cos«a 

(65) kV- .k b k A 

( 66 , 

Chacune des series comprises dans les trois formules qui precedent 
offre, pour coefiicients des puissances paires et ascendaqtes de k, des 
sommes dans lesquelles la fonction f(r) ou /(r) se trouve succcssi- 
vement multipli^e par 

/*, r\ r*, .... 


D’ailleurs Taction mol4culaire, par consequent les fonctions f(r), 
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/(/•), ne conservent de yaleurs sensibles que pour de trbs petites 
valours de r; et, comme, d’autre part, r 6tant une quantile tres petite 
du premier ordre, r®, r\ ... seront des quantites trbs petites du troi- 
sieme, du cinquieme ordre, ..., il est clair que, dans les series en 
question, les coefficients des puissances successives de k doivent 
decroitre tres rapidement. Si Ton reduit ces memos series k leurs 
premiers termes, on obtiendra seulement des valours approchees dc 

et alors, en faisant, pour abr^ger, 

1.2 1 . 2.3 

on trouvera 

(68) -OrrA-*!, 'C)'=A:*R, A-si:i''=2A*R. 

En vertu des formules ( 5 ) et (68), les equations ( 56 ) et (07) se 
reduisent a 


(69) .!: = (2Rfl’+R + l)A*, 31 L = (2R6»+fi + I)A-*, 3 & = (2Rc»+R + r)A-s, 

(;o) 2R6c/i:’, ^ = 2RcaA:* • Si = 2RaW-*. 

On aura d’ailleurs, en vertu des formules ( 5 o) et ( 5 i) jointes aux 
equations (67), 

{■) _ g f ( '■) cos* y 

1.2 “ 1.2 ’ 

g mr/(r) cos* (3 ^ g »ir/(r)cos*y 

1.2.3 “■ 1.2.3 

g ff»-/(r)cos®pcos^y __ g wr/(r)co s*y cos*a _ g mrf{r) cos*« cos *|3 

1.2 ~ 1.2 “ 772 ’ 


(71) I =S 


)nrf(r)cos*« 


1.2 


(72) 


j^_g i»r/(r)cos*« 

1 . 2.3 


etpar consequent les coefficients, representes ici par les lettres I etR, 
ne diff6reront pas de ceux que d6lermincnt les formules (67), (39) 
de la page 199 du III® Volume des Exercices de Mathimatiques ('). 


(*) OEmm de Cmushj, S. ll, T. VIII, p. 238 . 
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Cela pose, il saffira evidemment de diviser par les valeurs prece- 
dentes de 

-C., an., :)z, a 

pour obtenir, comme on devait s’y attendre, celles que fournissent les 
equations ( 45 ), (46) de la page 27 du V® Volume (*). 

Si nous designons, comme nous I’avons fait ci-dessus (§ II), par 
s', s", s'" les trois valeurs de s correspondantes aux trois rayons pola- 
rises dans lesquels se divise generalement un rayon quelconque, , 

^ 5'*’ s'*’ 

scront les carres des trois demi-axes de Tellipsoide qui determine les 
lois de la polarisation. Done, lorsque cet ellipsoide, etant de revolu- 
tion, se trouve represente par I’equation ( 58 ), ou, ce qui revientau 
meme, par Tequation ( 5 q), deux des rapports (78) sont egaux a I’ex- 
pression (60), et le troisieme a I’expression (61), en sorte qu’on peut 
prendre 

(74) s'* = s'* =tD 

( 75 ) s*'*=t3 4-'C»'-+-A»l?'. 

Alors aussi, en vertu des equations ( 3 ), (74) et (78), les trois quan- 
tites 

SI’, Sl\ Si’’, 

e’est-a-dire les trois vitesses de propagation des trois ondes planes 
dans lesquellcs se divise generalement une onde primitive de lumiere 
non polarisee, se reduisent k celles que determinenl les formulas 

(76) 

( 77 ) * + 

Par suite, des trois ondes planfes dont il s’agit, les deux premieres, se 
propageant avec la mftme vitesse, se superposeront de maniere a n’en 
plus former qu’une seule, dans laquelle la lumikre sera polarisee 

(4) GEuvres de Cauchy^ S. 11, T. IX, p. 399 . 
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parallelement au plan de I’equateur de Tellipsoide represente par 
I’equation ( 58 ), on, ce qui revient au meme, parallelement au plan de 
I’onde primitive, tandis que, dans la troisieme, la lumifere sera pola- 
risee perpendiculairement h ce plan. Cela pose, la troisifeme onde dis- 
paraitra si les deplacements et les vitesses des molecules ether^es 
dans le premier instant sont parallMes au plan de I’onde lumineuse, 
et alors il n’y aura plus de polarisation. Au reste, pour que la polari- 
sation de la lumifere devienne tout a fait insensible dans les milieux 
dont I’elasticite est la mSme en tons sens, il n’est pas absolument 
necessaire que la troisieme onde disparaisse, et il suf&t, comme un 
jeune geomfetre, M. Blanchet, en a fait la remarque, que le rayon cor- 
respondant a cette troisieme onde soit du nombre de ceux qui echap- 
pent au sens de la vue. On congoit, en effet, que, en raison de la trop 
grande ou trop courte duree des oscillations de Tether, Tceil peut 
cesser de percevoir certains rayons, de meme que, en raison de la trop 
grande ou trop courte duree des oscillations des molecules a^riennes, 
Toreille cesse de percevoir des sons trop graves ou trop aigus, et Ton 
pourrait encore supposer Toeil organise de maniere a percevoir les vi- 
brations des molecules etherees quand elles sont dirigees dans les 
plans des ondes lumineuses, mais non lorsqu’elles deviennent per- 
pendiculaires k ces m^mes plans. Quoi qu’il en soit, en faisant abstrac- 
tion de la troisieme onde, d^signant par T la duree des oscillations 
des molecules etherees, et posant [©oirla formule (3)] 



on aura, en vertu de la formule (74), 

(78) 

ou, ce qui revient au mkme, eu egard aux formules (Sa) et (62), 

5*=: — cos( 4 -/'cosa)]| 

I g( >w/(^)cos*« r _ siD(A:rcos«)1 ). 

( r L* Arrcosa J|’ 
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ou bien encore, eu egard aux formules (64) et ( 65 ), 


( 80 ) 


s==A-sS 
^ — A-‘ S 




( 7727* COS® a 


\ mr^ cos*a 
I 1 . 2 . 3. 4 

( mr*cos®a 


1. 2. 3 . 4. 5 . 6 


[f(/-) + i/(Ocos*«]| 
[f(^) + l/(^)cos*a]j 
[f(^) + {/(/-)cos*«]| — . 


Telle est I’equation qui, dans un milieu dont I’elasticite reste la m^me 
en tous sens, lie entre elles les deux quantites 


par consequent les deux quantites T et /, c’est-a-dire la duree des 
oscillations moleculaires du duide etbere et Tepaisseur d’une onde 
plane. 

Lorsque, dans les equations (74), (75), ( 76 ), ( 77 ), on substitue 
^ t), -v?', <?" leurs valeurs approehees tirees des formules (68), on 


trouve 


( 81 ) 

s'* =s«=A:*(R4-I), 

( 82 ) 

s"*=A*(3R-i-I), 

(83) 

i 2 '» = £2«=R4-l, 

( 84 ) 

£2«'*=3R + I. 


II suit des deux dernibres que, dans un milieu dont I’blasticite reste 
la mbme en tous sens, les vitesses de propagation des ondes planes 
correspondantes au rayon visible et au rayon invisible ont respective- 
ment pour valeurs approehees 

(85) (R + I)* et (3R + I)S 

ce qui s’accorde avec les rbsultats obtenus dans le Y** Volume des 
Exercices (page 4 i) (*)• 

Passons maintenant au cas oh I’elasticite de Tbther reste la meme 


(*) QEuores de Cauohy, S. H, T. IX, p.4i6. 
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on tons sens, non plus autour d’un point quelconque, mais seulement 
an tour d’un axe quelconque parallMe a I’axe des s. Alors les condi- 
tions ( 38 ), (39) devront etre remplies seulement pour les valeurs de 
III, propres a verifier les formules ( 4 i). D’ailleurs on verifiera 
oes formules en supposant 

(86) Oj=o, = IV®; 

et, en vertu de cette supposition, les conditions ( 38 ), (89) devion- 
dront 




( 88 ) 


I s|- ~ ~ |i— cos[r(«cosa-h vcosP-i-(vcosy)]| j 

/ 

— COS f--[± (a’+ r’)* cosa + p cos;'] ) ] j , 
s|!^ + cros? -H ireosrt-4. ““O'" eos^+c«sS+ »cosy)lj| 

^[i [±(.>+ c>)!c«s«+«.cos,]‘+ 


(89) 


ou, ce qui revient au meme, 

S I } I — cos [/' (« cos a ■+■ p cos p •+• w cos y )] 


/]!]!. 


(90) 1 


g(mf(/')r I r, ,,, ,,i 

I =:Sj — ^|_i — cosjrL±(A'*— tv*)*cosa-t-(vcosy 

„jni/(/')r, - cos[o(«cos«-t- vcos8-4-ivcosy)T 

S — U (« cos a -H V cos 8 4 - (V cosy)*-i ^ p — t-— — 

0 »j/(r)r, r , ,,, , 1®, cos//‘[±(A'*— (v*)®cos«-f-tvcosy]i 

= S — (v®)®cosa-t-n’COS)/J H — i Ul 

le double signe ± pouvant 4 tre reduit arbitrairemcnl soit au signc -1- 
soit au signe Reciproquemcnt, si les equations (89), (90) conti- 
nuent de subsister, tandis que u, v varient, mais de manifere k verifier 
loujours la formule ( 34 ) ou 


ji*4- v'=A-*— »’*, 
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elles ne seront point alter^es quand on remplaeera dans leurs pre- 
miers membres les quantiles «, v par d’autres quantiles a,, v, propres 
a verifier la formule 

-f- (>| = A* — «*■+• (’*; 

et par consequent les ^uations (87) et (88), ou (89) et (90), que 
nous avons d^duites des formules ( 38 ), (89) jointes aux formules (4i), 
entraineront a leur tour ces formules auxquelles on pourra les substi- 
tuer sans inconvenient. Done, pour que I’elasticit^ de Tether reste la 
meme en tons sens autour d’un axe quelconque parallele a Taxe des s, 
il est necessaire et il suffit que les formules (87), (88) subsistent, 
non seulcment quelles que soient les valeurs de w, mais encore 
quelles que soient les valeurs de u, p. Or, s’il en est ainsi, en develop- 
pant les cosinus que ces formules renferment en series convergentes, 
puis egalant entre eux les termes qui, dans les deux membres des 
mSmes formules, representeront des fonctions homogenes de u, p, pp 
du degre in, on obtiendra les equations 

( 91 ) i{r) (it cos« + e cosp -4- <v cosy)*-»] = s|/wr*»-‘ {(r) [± («»-(- p*)'*’cos«-(- «- cosy]*"j 

et 

(ga) S [«/•«*-’/(;•) (u cosa -(- r cos^ cosy)®*] = s{OTr**-»/(r) [± (K*-t- p®)^COSa + «- cosy]*"|, 

dont la premiere devra etre etendue a toutes les valeurs positives du 
nombre enticr n, et la seconds a toutes les valeurs de n qui surpas- . 
sent Tunit^. De plus, en ddveloppant les expressions 

(a cosa4- (' cos|3 + ^^’cosy)*", [± ('•)*cosa -l- wcosy]"* 

suivant les puissances ascendantes dl pp dans les deux membres de 
chacune des formules (91), (92), on tirera de ces formules : i® pour 
des valeurs impaires de v, 

V 

(gS) 8 {(r) (u cosa -f- cos|3 )*»-'’ cos’y] =± («•+ r*)"" ‘ f(r) 003 *"-^ cos’y] 
et 

V 

(94) 8[OTi^®-‘/(r) (u cosa 4 - p cos | 3 )»*-'' cos’y] =± {b* 4 - p*)"" cos*»-''a cos^y], 

QEmesdeC. - S. Il; t. X. 3 1 
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le double signe ± pouvant etre remplace a volonte par le signe 4 - ou 
par le signe — ; 2® pour des valeurs paires de v, 

__ V 

(95 ) S f(r) (h cosa + r cos cos''-/] = («* + (■*)" * f(/-) cos‘«-''a cos''-/] 


et 

V 

(96) S[m 7 -S”-V(/-) (« cosa + (> eosP)*"-" cos’/] = {a*+ (>»)”" *S[jn/-*'’-*/(r) cos*'»-''a cos''-/], 

Les equations (gS), (94) n’etant pas alterees, tandis que leurs seconds 
membres ebangent de signes, on doit en conclure que ces seconds 
membres sent rigoureusement nuls. On aura done, pour des valeurs 
impaires de v, 

(97) S[mr2""*^ cos^*“^a cos^y] = o, 

(98) S [7?ir®"“y(r) cos®®“^a cos^y] = o, 

et par suite les equations (gS), (94) se reduiront a 

(99) f(r) (Mcosa + rcosP)^'*-^ cos^y] = 0, 

(too) (w cosa + p cos( 3)®'*-^ cos^y] = 0 . 


Entin, comme les deux expressions 

V 

(acosa + PCOSjS)*"-'', («•+('*)" * 

etant devcloppees fournissent, la premiere, des termes de la forme 


1.2.3. ..(a/t — v) 

(l. 2 ... 1 )(l. 2 ...ft) 


a^fiecos^acosep. 


dans lesquels les nombres X (a, v, lies entre eux par I’^quation 

( 47 ) i-hfi + V = 2W, 

peuvent Mrc pairs ou impairs, e^ la scconde, lorsque v cst un nombre 
pair, des termes de la forme 




{-l){ 

2.4.6. 


■-?) 

(2/1 — V) 




(2.4... A) (2.4... fi) 




i. 3...(2W — V — i) (r. 2 .. .^)(j . 2 . . 
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dans lesquels X, (Ji sent pareillement des nombres pairs, on tirera des 
formules (99), (100), (95) et (96) : 1° pour des valeurs impaires 
de X, de pi ou de v, 

(48) f(r)cos5-«cosl‘j3cos''y] = o 
et 

(49) S [mr*’*-*/(r) cos^« cosi^^ cos^'y] = 0 ; 

2® pour des valeurs paires de X, (i et v, 

(loi ) S [»»/■*»-* f(/-) cos’^a cosl*^ cos''y] = S f (/■) cos*®- c( 
et 

(ro 2 ) S[ffir*"-’/(r) cos'^a cosi^P cos^y] = S[OTr»«-y(r) cos*®-''acf 

le nombre entier n dont le double equivaut a la somme X + [jn- v pou- 
vant 6tre quelconque dans les equations (48), (loi), mais devant sur- 
passer I’unite dans les equations (49). (102). II importe d’ observer 
que les conditions (48), (49), deja obtenues dans le cas oil I’elasticite 
de Tether etait censee rester la m^mo en tous sens autour d’un point 
quelconque, renferment comme cas particuliers les conditions (97), 
(98). Ajoutons que des formules (48), (49), (loi) et (109) on pent 
remonter immediatement aux formules (99), (100), (9$) ct (96), ou 
meme aux formules (91), (92), par consequent aux formules (89), 
(90), qui peuvent a leur tour etre remplacees par les equations ( 38 ), 

(89) jointes aux equations ( 4 i). Done en definitive les formules (48), 
(49), (loi) et (102), etendues a toutes les valeurs positives du nombre 
entier n, ou du moins, s’il s’agit des formules (49) et (102), aux valeurs 
entibres de n qui surpassent Tunite, expriment les conditions neces- 
saires et sufFisantes pour que Teiasticite do Tether puisse etre censee 
Tester la memo en tous sens autour d’un axe quelconque parallble k 
Taxe des s. 

Lorsque ces conditions sent remplies, on tire des formules (10) 
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pt (ii) jointes aux fomules (87) et (88) 


{!o3) 0 = — cos cosa + ff’ cosy]) , 

, r ^ cosir[±(a*+p’)*cosa + (Pcosy]j 

(io 4 i \‘> = S|— («*+(’*)* cosa + trcosyj -I = | 


et, comme dans ces derniferes on pent supposer le double signe ± 
arbitrairement reduit soit au signe +, soil au signe — , il est clair 
qu on pourra prendre encore pour valeur de 0 ou de la demi-somme 
des resultats obtenus dans ces deux suppositions. En operant ainsi et 
ayant egard aux formules 


[(a^+('^)^eosg + n»’COsy] +[— (a*+e*)*cosa + tvco5y]" 

a 

= ( u® + (>* ) cos* a + «>* cos* y, 

cos j r [( u* + (■•)* cos « + IV cosy J I + cos I r [— ( a* + ('* )’*’ cos a + »’ cos y ] I 

=:2Cns[r(«*+i’*)^cosa]cos(nvcosy), 


on trouvera 


(jo5) 0 = S — cos[r(«*+ v*)*eosa] cos(nveosy)jj, 

;,Qg\ <q_g| ”*/(^) r(«*+v*)eos*g + (v*cos*y cos[r(«*+ p*)* cosa] cos(nvcosy) 

En resume, o et'<? seront seulement fonctions des quantites variables 

K*+v* et iv*. 

D’autre part, si, aprfes avoir fait, pour abreger, 

(>07) K,=|(«*+v*), K,=iiv*, 

on designe par 

*?l. -P.,! 

les d6rivees du premier et du second ordre de '<? consid^rc comme 
fonction de K,, par 
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les derivees du premier et du second ordre de i? considere comme 
fonction de K„, et par 

la derivee du second ordre de •»? dififerentie une fois par rapport a cha- 
cune des variables E^, E^, on trouvera 


(io8) 

et, par suite, 


du 









( 109 ) 

du 

II 

d<9 

do 


dw 


(no) 

d^-<> 

du* 


d*'0 

dv* 

= 1?, + ^^^,,,, 

dw* 


(lU) 

d*'<? 

d^dw 


d*’<> 

div du 


d*'Q 
du dv 



En consequence, les formules (8), (9) donneront 
(n3) ^ =(va’<?i,t, tfL = «(•<?,,,; 


etl’equation (7), c’est-k-dire I’equation de Tellipsoide qui determine 
les lois de la polarisation, deviendra 


( (0-l-'<?i)(x*+yS) + '9,,i(ax + py)» 

' +2'^i.a(«x + ey)«'z-4-(0+'i?,-f-’^g,s«'‘)z*=i. 


Lorsque le plan de I’onde primitive coincide avec le plan de x, y, 
on a 

a — o, b = o, c=z±i; 

on en conclut 

M = 0, P = 0, wz=±k. 


et la formule (i r4) se reduit a 

(ii5) (t) + '<?i)(x*H-y*) + (t5 + '«?j+'v?,,,/c*)z*=i. 

Done alors, comme il etait facile de le prevoir, Tellipsoide (7) est de 
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revolution autour de I’axe des z, et dans cet ellipsoide le carre du 
rayon de I’equateur est 

1 

le carre du demi-axc de revolution etant 

I 

'O -f- H- ''?2,2 

Done, si Ton nomme generalement Q,', Q", i2"les vitesses de propaga- 
tion des trois ondes planes dans lesquelles se divise une onde primi- 
tive de lumi^re non polarisee, on pourra prendre, dans le cas parti- 
culier dont il s’agit, 

(116) 

(117) 

et les deux premieres ondes,' sc propageant avec la memo vitesse, se 
superposeront de manifere a n’en plus former qu’une seule. C’est ce 
qui arrive dans certains crisfaux oil les deux rayons polarises que 
Tfleil peut apercevoir, et qui produisent ce qu’on appelle la 
rdfraction, se confondent d^s que le plan de I’onde devientperpendi- 
eulaire a un certain axe nomme Vaxe optique du cristal. 

Sans rien changer a la direction de I’axe des z, on peut disposer du 
plan des y, z, de manifere ii simplifier I’equation (ii4)- Effectivemonl, 
on y parviendra en faisant coincider le plan des y, z avec celui qui, 
passant par I’axe des z, sera perpendiculaire au plan de I’ondc. Alors 
la droite OP, perpendiculaire au plan de I’onde, se trouvera coraprisi' 
dans le plan des y, z; et comme on aura par suite 

u = 0, 


la formule (34) donnera 
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En cons^uence, Tequation (ii 4 ) deviendra 


(ii8) 


j ( to + [ w 4- + 'P,.! ( A:* - w* )] y* 

( d: 2 iP^ytvyz + (O -i- '9,+ = i. 


Dans cette dernifere, le double signe ± pourra etre reduit arbitrai- 
rement soit au signe -4-, soit au signe — . D’ailleurs, en vertu de ce 
qui a ete dit precedemment (page 229), les valeurs de id, '9, et par 
suite celles de ' 9 ', 9", ne varieront pas dans le passage de I’equa- 
tion (ii 4 ) ^ r^quation (118). Maintenant il est clair que I’ellipsoide 
represente par Tequation (118) olfrira un axe dirige suivant I’axe 
des X, c’est-k-dire suivant la trace du plan de I’onde sur le plan 
des X, y. Les deux autres axes de Tellipsoide sc confondront avec les 
axes de la section faite dans cet ellipsoide par le plan des y, z, c’est- 
k-dire avec les deux axes de Tellipse representee par I’equation 


(”9) 


[ [Oh-9,4-9i.i(A»— 

I ± 2 9,,, ( A'S - w* )* (pyz -H ( O 4 - 9j + 9*,* «’* ) z* = i . 


Cela pose, soient 

I 

?* 


le carre du demi-axe qui, dans rellipsoide, coincide avec la trace du 
plan de Tonde primitive sur le plan mene par le point 0 perpendicu- 
lairement a I’axe des z, et 

I I 


les carres des demi-axes de Tellipse (119). Les vitesses de propaga- 
tion 

Q', Si", 


des trois ondes polaris6es seront determinees par les formules 


Q'»= 


A*’ 


a«r= 






s"> 

■F’ 


(120) 
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la valeur de etant 

(rai) 5'*=rt) + t 9 „ 

tandis que representeront les deux valeurs de propres a 

verifier I’equation 

I i iS _ [ o ^ ( A-s - «;»)] j [5» - ( O + t?, + •(?,,» )] 

(122) { • 

^ ‘ f _<?» j (A-*— «»>*)«'*= 0, 

Lorsque le plan de Tonde primitive est perpendiculaire a I’axe des s, 
ou, ce qui revient au meme, lorsqu’on a 

u =zo, i’ = o, IV =± A-, 

I’equation (122) se reduit a 

( 123 ) [«*- (t) + i?i)] [ 5 »- (t) + + = O. 

On peut done prendre alors 

et, en combinant les formulas (120) avec les formulas (121), (124), 
on se trouve immediatement ramene aux Equations (116), (ii7)- 
Lorsque le plan de I’onde primitive passe par I’axe des 5, e’est- 
a-dire lorsqu’on a 

I’equation (122) se reduit a 

( 125 ) [jS _ ( -H + VJ.,1 A’ )] - ( u + )] = o. 

On peut done prendre alors 

(126) 5 «=:tD+'<:V 5®’®= «)+'<?, + 1?,,, 4 *. 

Alors aussi I’equation (118), reduite a 

(127) ( 1 !) 4 -' 9 j)x* 4 - (t) H-'<l>i 4 ''<?i,iAr*)y*-l-(t) + '<?,)2*=i, 

represente un ellipsoide qui a pour axes les axes eoordonn^s; et Ton 
peut alfirmer que, des trois ondes planes produites par la subdivision 
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de I’onde primitive, dont le plan renferme I’axe des 2, les deux pre- 
mieres se composent de lumiere polarisee parallfelement a deux axes 
rectangulaires compris dans ce plan, et dont Tun est I’axe des z, 
tandis que la troisifeme se compose de lumifere polaris6e perpendi- 
culairement au plan de I’onde. Enfin, lorsque I’axe des z se trouve 
incline d’une maniere quelconque sur le plan de I’onde primitive, les 
quantites s"^, s'”^ determinees par I’equation (122) coincident avec les 
deux valeurs de s® donnees par la formule 



Observons encore que I’equation (127) peut etre presentee sous la 
forme 


(^29) 


( -+■ \‘’i) (x* -H y* -H z®) -+- ( «x -h vy -H wz)* 

2 — '^1.1 ) ( « X - 1 - ‘’y ) w'z — '^1 ■+• — ”^1 ,1 ) w*] z* = > . 


et que cette equation, devenant semblable a I’equation (58), lorsque 
les differences 


('iSo) '<?1, 

s’6vanouissent, represente alors, comme I’^quatfon (58), un ellip- 
soide de revolution, qui a pour 6quateur le plan de I’onde primitive. 
Done, si les differences (i3o), sans Stre nulles, sont trfes petites, I’el- 
lipsoide repr^sente par I’equation (129) differera peu d’un ellipsoide 
de revolution qui aurait pour axe de revolution la droite OP menee 
par le point 0 perpendiculairement au plan de I’onde; et, des trois 
ondes de lumiere polarisee produites par la subdivision d’une onde 
primitive, les deux premieres offriront des vitesses de propagation 
peu differentes entre elles, et des molecules etherees dont les vitesses 
propres seront dirigecs suivant des droites sensiblement paralieies 
ad plan de chaque onde. C’est effectivement ce qui arrive quand la 
lumiere traverse un cristal doue de la double refraction. 


OBuvras deC.— S. U, t. X. 


33 
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§ IV. — Propagation des ondes lianineuses dans un milieu 
oil Vilastidti de Vdiher reste la mime en tons sens. 


Considerons un milieu dans lequel I’elasticit^ de Tether reste la 
meme en tous sens. Alors, comme on Ta dit (page 228 ), des trois ondes 
planes dans lesquelles se divise generalement une onde plane de lu- 
miere non polarisee, les deux premieres, se propageant avec la m^me 
vitesse, se superposeront de maniere a n’en plus former qu’une seule, 
dans laquelle la lumiere sera polarisee parallelement au plan de Tonde 
primitive, tandis que dans la troisieme la lumiere sera polarisee per- 
pendiculairement a ce plan. De plus, la troisieme onde disparaitra, si 
c’est dans le plan meme de Tonde primitive que sont diriges les depla- 
cements et les vibrations initiales de molecules, et alors il n’y aura 
plus de polarisation. On arrive a la mSme conclusion, en substituant 
dans les Equations (aS) du § II les valeurs de ^ que* 

fournissent les Equations (56), ( 57 ) du § III pour le cas oil T61asticite 
de Tether reste la m§me dans tous les sens. Elfectivement, apres la 
substitution dont il s’agit, les formules (25) du § II se reduisent a 

(O -f- ^')l - u u^-hvn-h wK), 

( t3 4- ■<?0S t-U -+■ ft’?). 

Si maintenant on ajoute les formules (i) aprfes avoir multiplie les deux 
membres de la premifere par u, de la seconde par <», de la troisieme 
par VP, et si Ton a 6 gard k Tequation 

( 2 ) «>*= A-*, 

on trouvera 


(I) 


dP 

dH 

di-' 

dt^ '' 


PYl -+- HP'S) 

dt* 


=— CO 4- O'-l- («| 4 - vfl 4- wS). 


(3) 
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Cela pose, en tenant compte des formules (26), (27) du § II, on de- 
duira sans peine de I’equation ( 3 ) la valeur generale de 

u\ H- pt) 4- fvS; 

puis, apres avoir substitue cette valeur dans chacune des for- 
mules (r), on tirera de ces dernieres formules les valeurs des trois 
inconnues v), X,. 

Lorsque les deplacements et les vitesses des molecules de Tether 
sont primitivement parallfeles au plan de Tonde lumineuse, les valeurs 
initiales des deux quantites 

y y. dti dK 


s’evanouissent, etTequation ( 3 ) donne generalement 
( 4 ) -t- pn -H wC = 0. 

Par suite, en posant, pour abreger, 


(5) s» = t3-4-t?', 
on r6duit les formules (i) a 

( 6 ) 


dt* ~ 


'dF~~ 


Or on tire des formules (6) 


(7) 


I y y , y SlnSf 

§ 5(, COSSt 4- 4i — —> 

Binst 

n = ni, cosst+rit j 

t — Co COSSf -H Cl — ;; — > 
s 


^0* ^o» designantles valeurs initiales de 




^ ^ ^ 

dt’ dt’ dt' 


D’ailleurs ces valeurs initiales que determinent les Equations (26), 
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et (27) du § II, jointes a I’equation 

(8) %=.ax-^by->rez 

ou, ce qui revient au m^me, a la formula 

(9) kx.-=ux ^'y ->rws, 

devront verifier des conditions semblables, soil a la condition (78), 
soit a la condition ( 63 ) du § 11, si Ton veut obtenir settlement des 
ondes lumineuses dont la vitesse de propagation soit dirigee dans le 
mfime sens que la droite OP, ou des ondes lumineuses dont la vitesse 
de propagation soit dirigee dans le sens oppose, la droite OP etant 
celle qui forme, avec les demi-axes des coordonnees positives, les 
angles dont les cosinus sont respectivement 

(10) a=y b = j, cx=j. 

Dans le premier cas, on aura 

(,.) ".=-0%, c.=-a§’, 

la vitesse de propagation d’une onde etant 

(12) £ 2 =|j 

et, des formulas (7), (10), (ii) jointes aux equations 

I lo = >0 cosAt + So sinAt = ip (*), 

■>)o = *0 cos As + l)o sin At = (e) , 

Co = fo cos As 4- «0 sinAs ::s: ij'!*), 

on tirera 

= >0 cos(As — St) H- 00 sin(At — st) = ^(t — Q^t), 

Yi = eo cos (As — si) - 4 - l)o sin(At — si) =:5^(t — fti), 

C =£o cos(As — si) 4- to sin(As — si) = t{((t — fli). 

Dans le second. cas, les formulas (i 4 ) devraient etre remplac6es par 
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celles qu’on en deduit en substituant aux binomes 

/"t — st^ i> — Qt 
kxf “t" st^ t -f- 


les binomes 


Ajoutons que, I’equation (4) devant etre verifiee independamment 
des valeurs attribuees k t- et a par consequent pour des valeurs de 


kt — sL 


egales a zero et a -> on trouvera, entre les constantes arbitraires 

00 > lloj ^0> 

des relations exprimees par les formules 

(i5) afto4-('«o+«’fo = o> MJ0+ ^’l)o+ «'io=:o 


ou, ce qui revient au m§me, par les formules 

(i 6 ) cro= o, or go +• 6 1)5 c tQ = o, 


desquelles on tirera 

(17) a9(t,) + &X(’^) + c(Kt) = o. 

Soient maintenant 

a', V, c' et a", b", c‘ 

les cosinus des angles formes avec les demi-axes des coordonnees 
positives par deux nouvelles droites OQ, OR perpendiculaires entre 
dies et a la droite OP. Posons d’ailleurs 

(18) a'9(t) + 6'x(0-+-c'+(»') = ®(*) 


ct 

(19) oXt) + 6''x(*') + c''4'{*) = n(»)- 

Les trois axes OP, OQ, OR 6tant rectangulaires entre eux, aussi bien 
que les axes des x, y, z, oU aura, non seulement 

(a* -i-ftj _i_c* =1, a'* +b'* • 4 -c'“ =1, a’* + €"*= 1, 
\ a’a’^ b'b’-h c'c''=:o, c^a + b''b + c’c=zo, aa'+ bb'+ cc'=o, 


(20) 
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mais encore 

, i a* 4- -f- a"* = I, 6'* -+- = i, c* -f- o'* c"* = i , 

(2J) j 

i be ■+■ b' c'+ 1/ cf—o, ca-‘r cf a'+ c' <f-=:io, ab a' b'-^ a" b''=.o-, 

et, par suite, des formnles (17), (18), (19), respectivement multi- 
pli^es par a, a', a" ou par h, h' , b", ou enfin par c, o', c", on tirera 

( 22 ) j X(*) = 6'5y(t) + 6''n(«,), 

( zr: c'sT(t.) 4- C* n(t). 

En consequence, les formules (i 4 ) donneront 

I ? =a'BT(i:— S2«)4-a''n(» — S2f), 

(23) I « = 6't!T(v — S2i)-+-6''n(t — £2«), 

( C =c'or(i: — Qi)4-c''n(K — £2«). 

Observons d’ailleurs que, si Ton fait, pour abr6ger, 

(24) a'i»o-(- 6'to+c'fo = a, a'8oH-6'l)o-l-c'io = !il, 

(a5) a'’bo4-&''e„4-c%=€, a'joH- ^"'0= 

on conclura des formules (18), (19) jointes aux equations (i3) 

, ( nr(i)=2lcos4t4-® sin4t, 

(26) j 

( n(t) = C cosA*. -t-lD sinAi:. 

Dans le cas particulier oil le plan de I’onde primitive devient parallfele 
k 1 axe des s, et ob la droite OP, renfermee dans Tangle que compren- 
nent entre eux les demi-axes des x et des y positives, forme avec le 
premier de ces demi-axes un angle aigu represents par t, on a 

(27) a = COST, 6 = sinT, c = o. 

Dans le mSme cas, en faisant coincider la droite OQ avec un domi-axo 
mene dans le plan des x, y perpendiculairement a la droite OP, et la 
droite OR avec le demi-axe des s positives, on trouvera 


(28) 


a'= sinr, 


— COST, 


c '==:0 
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et 

(29) a’=o, i'rzo, c?=i. 

Par suite, les formules ( 23 ) donneront 

(30) 1 = sinr®(t — flf), y]=: — eosT®(t — flf), — 2i); 

et, comme on tirera de I’equation (8) 

(31) t = COST + j sinr, 
on aura definilivement 


||= sinT®{a5COST + 7sinT — fii), 

(32) j Yi= — coST®(a:cosT + 7sinT— S/), 

( S =n(i»cosT + 7sinT — iii), 

les fonctions o(t), n(t) etant toujours determinees par les for- 
mules (26), ou, ce qui revient au m^me, eu egard k I’equation (12), 

= sinTj;Acos[A:(a?cosT-i-7sinT) — ^^]-l-^sia[A:(i2?cosT^-7sinT) — i{]j 
V =— cosrj^l cos[^(a! cost -(-7 sinr) — i/] -t- J# sin[^ (a: cost 7 SinT) — j/] | 
S = Ccos[A(a!COST-l-7sinT) — j<]-t-Slsin[A(j;cosT-4-7smT) — St]' 

Remarquons encore que I’equation ( 5 ) ou, en d’autres termes, I’equa- 
tion (78) du § III pent etre remplacee par la formule (80) du meme 
paragraphe; et que, si Ton fait, pour abr6ger, 


( 34 ) 


(-i)»+‘a,= S 


mr*""* cos*" a 
1 . 2 . 3 . ..%R 



an -t - 1 


/(r) cos' 


'4 


cette formule donnera simplement 

(35) s*= aiA*-+-a 8 ^*-l- a,A‘-t- — 

De cette dernibre jointe a la formule (12) on conclura 

(36) aj-f- 81 ^*-+-. . . . 

D’ailleurs, en d^signant par / I’epaisseur d’une onde plane et par T la 
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duree des oscillations moleculaires du fluide ether 6 , on aura, comme 
dans les paragraphes precedents, 


(58) 



II est important d’observer que, en vertu de la formule (38), la 
quantity s depend uniquement de la duree des oscillations mol 6 cu- 
laires, c’est-a-dire de la nature de la couleur, tandis que, en vertu de 
I’equation (35) jointe aux formules ( 12 ) et ( 37 ), les quantites k, 
et / dependent simultanement de la couleur et de la nature du milieu 
dans lequel se propagent les ondes lumineuses. Quant a Tangle t, il 
depend uniquement de la direction des plans paralleles qui renfer- 
ment ces memes ondes. 


§ V. — Sur la refraction de la lumiire. 

Considerons deux milieux separes par le plan des yz, dont chacun 
soit tel que Tether y offre la meme elasticite en tons sens, et dans Tun 
desquels se propagent des ondes lumineuses dont les plans soienl 
parallfeles a Taxe des s. L’ existence de ces ondes, que nous nommerons 
incidentes, entrainera la coexistence ; 1 ° d’un second systeme d’ondes 
propagees dans le premier milieu, et que Ton nomme rdflichies; 
2 ® d’un troisifeme systfeme d’ondes propagees dans le second milieu, 
et que Ton nomme rifractees. Gar, en faisant abstraction de ces ondes 
reflechies etrefractees, on ne pourrait satisfaire aiix conditions rela- 
tives a la surface de separation des deux milieux. 

Nous avons montr 6 , dans le Bulletin des Sciences, comment de la 
remarque precedente on pent deduire, non seulement les lois de la 
reflexion et de la refraction de la lumifero, mais encore la determina- 
tion de la quantity de lumiire polarisee par reflexion et par refraction 
sous une incidence donnee, la loi de Brewster sur Tangle de polarisa- 
tion complete et les formules ins 6 rees par Fresnel dans le n° 17 des 
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Annales de Chimie et de Physique. Nous nous bornerons pour I’instanl 
a deduire de la memo retnarque la loi de la refraction, en adraettanl, 
comme I'experience le prouve, que la reflexion ne change pas la na- 
ture de la couleur, et que Tangle d’incidence est egal a Tangle de 
reflexion. 

Pour un seul des trois systemes d’ondes incidentes, refiechies ou 
refractees, les deplacements 7), ^ de la molecule lumineuse corres- 
pondante au point (a?, y, s) sc trouveraient determines par des ^ua- 
tions semblables aux formules (33) du § IV. Ajoutons que, dans le 
passage des ondes incidentes aux ondes refiechies, les quantit^s j ct T 
ne varieront point, ni meme les quantites k, Q, /, puisque les pre- 
mieres dependent uniquement de la couleur, les autres de la couleur 
et de la nature du milieu. Quant a Tangle d’incidence t, on devra le 
remplaeer, lorsqu’on passera des ondes incidentes aux ondes reflc- 
chies, par son supplement Tt — <v, afin d’ exprimer que les deux angles 
d’incidence et de reflexion sont egaux entre eux; et par suite ou 
devra dans ce cas changer seulement le signe de la premi'ere des deux 
lignes trigonometriques cost, sinv. 

Cela pos^, soient 

»i{ «1. 

ce que deviennent les coefficients 

3, j}, C, I 

quand on passe du systeme des ondes incidentes au systemc des ondes 
refiechies, et 

5 ', T', k', Q', I', 3', r, S' 

cc que dovionnentles quantites 

T, k, ii, i, 3, 8, C, fli 

quand on passe du syslfeme des ondes incidentes aux ondes refractees. 
Si Ton consid^re k la fois les deux systkmes d’ondes propagees dans le 
premier milieu, on devra, pour ce milieu, remplaeer les Equations (33) 

OKuuret de C. — S. ll, t. X. 
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du § IV par les formules 

ji= sinrj^ cos[A-( ajcosT+zsint) — sm[A{ aJcoST+jsinT) — 

+ sinT 1 5li cos [A(— a? COST 4- / sint) — if] + JJi sin [A(— a; cost + / sinr) — sf] 

Y]=— cost{ 31 cos[A( arcosT+jsmT) — if] 4- J sin[A( ® cosr4-/sinT) — sf] 
4 - COST j cos [A (— j; cos T 4 - 7 sin t) — if] + JJj sin [A (— a; cost 4- 7 sinT) — if] 

? = €cos[A( a!COST4-7smT) — if]4-S sin[A( a; cost 4- 7 sin t) — if] j 
+ €, cos[A(— a; COST 4- ysinT) — if] + K, sin [A(— a; cost 4- 7 SinT) — if] j. 

On trouvera au contraire, pour le second milieu, 

5 = sinT'{3l'cos[A-'(a;cosT'4-7sinT') — i'f] 4- Si'sin[A'(a:cosT' 4 - 7 SinT') — i'f] 
(a) ' 7]=— cosT'|3l'cos[A'(a;eosT'4-7smT') — i'f] 4-!l'sin[A'(arcosT'4-7sinT') — ^f] 
{ $ = (E'cos[A'(arcosT'4-7sinT') — i'f] 4-lII'sin[A'(arcosT'4-7SinT') — i'f]- 

D’ailleurs la surface de separation des deux milieux et des deux 
masses de fluide ethere qui s’y trouvent comprises coincide, lorsque 
ces deux masses sont dans I’^tat naturel, avec le plan des y, s repre- 
senle par I’equation 

(3) ar=o; 

et, pour que ces deux masses restent contigues Tune a I'autre pendant 
la duree du mouvement, il est n^cessaire que la yaleur de relative ii 
un instant donne et k un point donne de la surface de separation, ne 
soit point alteree, quand on passe de la premiere masse a la seconde. 
Enfin, comme, en posant a? = o, on tire de la premifere des equa- 
tions (i) 

( 4 ) | = sinT[(3l4-3l,)cos(A7sinT — if)4-(5 4-3l>i)sin(A7sinT — if)] 
et, de la premiere des Equations (a), 

(5) 1= siaT'[5l'cos(A'7sinT'— i'f) 4- 3>'sin(A'7 sinT'— i'f)], 
la condition que nous venous d’enoncer donnera 

I sinT[(3l4-3li)cos(A7sinT“if)4-(lli4-#i)sin(A7sinT — if)] 

(6) . j 

( =sinT'[3l'cos(A'y siHT'— i'f) 4-®'sin(A'7sinT'— i'f)]. 
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si foutefois on admet que I’on puisse, sans erreur sensible, ne pas 
tenir compte des legeres modifications que peut apporter le voisinage 
du second milieu a la valeur de d^terminee par la premiere des 
equations (i), et le voisinage du premier milieu a la valeur de de- 
terminee par la premiere des equations (2). 

Observons maintenant que, I’equation ( 6 ) devant subsister inde> 
pendamment des valeurs attribuees aux variables / et t, les coeffi- 
cients des puissances semblables de y et de z devront fetre §gaux dans 
les deux membres de cette equation d 6 veloppes en series conver- 
gentes, ordonnees suivant les puissances dont il s’agit. De cette seulp 
consideration on deduira immediatement les formulas 

( 7 ) (a-4-a,)sinT=:3'sinT', (S + ®,)sinr=;rsinT', 

(8) AsiaT = A'smr', 

(9) « = *'» 

auxquelles on parvient encore trbs simplement de la manibre sui- 
vante : 

Si Ton pose ^ = 061^ = 0:1® dans I’equation ( 6 ); 2® dans cette 
mbme equation, dilferentiee une, deux ou trois fois de suite par rap- 
port a z, on en tirera successivement 

(2lH-5lj)sinT= 3l'smT', 

^( JJ 4- Ui ) sinv = s' ®' sinv', 
sinT = 5'*5l' sinv', 

^>(9 -f-Ut ) sinT = ^'*Jli' sinr'. 

Or la premiere des equations (10) jointe a la quatribme, et la seconde 
jointe k la troisieme, entraineront les formules (7) et I’equation 

s*=s'’, 

de laquelle on conclura, en extrayant les racines carrees positives des 
deux membres 

Si Ton posait z = o dans I’bquation (6), diflfbrentiee une, deux ou 
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tpois fois, non plus par rapport a t, mais par rapport a y, on obtien- 
drait trois nouvelles formules, qui, jointes aux formules (lo), entrai- 
neraient, non seulement les equations (7) et (9), mais encore I’equa- 
lion (8). La seconde de ces nouvelles formules serait 

(ii) A:sinT(B -i-S,)sinT = A'sinr'il'sinT', 

ct, en la combinant avec la seconde des formules (7), on obtiendrait 
immediatement I’equation (8). 

En vertu de I’equation (9), la quantite s, reciproquement propor- 
tionnelle a la duree T des oscillations moleculaires du fluide ethere, 
ne varie pas dans le passage d’un milieu a un autre, et par conse- 
quent la refraction ne change pas la nature de la couleur. Done, si un 
rayon de lumiere rouge, apres s’etre propage dans I’air, traverse un 
liquid© tel que I’eau, il paraitra rouge encore a un observateur dont 
Toeil serait plonge dans ce liquide. Quant a I’equation (8), elle don- 
nera 


D’ailleurs, en nommant Q, Q! les vitesses de propagation de la lumibre 
dans le premier ct le second milieu, on aura, en vertu de la for- 
inule (12) du § IV, 


ct, par suite, 
<i4) 


^_k 
Q “ /(>' 


Done Tequation (12) pourra etre reduite & 


(i5) 


si nr' £2' 

sinr £2 


Or la formule (i 5 ) montre que le rapport du sinus d’incidence au 
sinus de refraction est constamment egal au rapport entre les vitesses 
de propagation de la lumifere dans le premier etle second milieu. Cette 
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conclusion se Irouve, corame Ton sail, confirmee par I’experience ; 
car, en faisant varier I’angle d’incidence pour un rayon d’une couleur 
donnee qui tombe sur la surface d’un corps refringent, on obtient 
toujours le meme rapport entre les sinus des deux angles d’incidenee 
et de refraction. 

Le rapport entre les sinus de Tangle d’incidence t et de Tangle de 
refraction est ce qu’on nomme Vindice de refraction. Si Ton designe 
cet indice par 0, on aura, en vertu de la formula ( 12 ), 


et, par suite, 
(16) 


sinr k' 

' sin?' ~ k 

k'-Qk. 


§ VI. — Applications numeriques. 

Lorsque, dans un milieu transparent, Telasticite de Tether reste la 
m§me en tous sens, la duree T des oscillations moleculaires du fluide 
ethere se trouve liee a Tepaisseur I d’une onde plane par Tequation 

(1) 5*=aii-®+ajA*+asA-® + ... 

[»oir la formule (35) du § IV], dans laquelle on a 

(2) 

(3) k = 

D’ailleurs, la vitesse de propagation 12 d’un rayon de lumifere etant 
donnee par la formule 

(4) £2 = p 
on aura encore 

(5) £2*=a,+ as4:»+a,^* + .... 

Dans les seconds membres des equations (t) et (5), comme dans les 
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series que renferment les formules ( 64 ), (65), (66) du § III, les coef- 
ficients 

B.I 9 ^29 


des puissances ascendantes de & decroissent trfes rapidement, et la va- 
leur generale de a®, determinee par la formule 

(6) H i)«^‘ a„= S \t{r) + — /{r) cos>al , 

■' V, / n 1. 2. 3. ..2/1 L' ' 2/H-I*'' J 


est une quantite trfes petite de I’ordre an — i, dans le cas oil la dis- 
tance r de deux molecules d’ether, assez rapprocli4es pour exercer 
Tune sur I’autre une action sensible, est consideree comme trfes petite 
du premier ordre. Ajoutons que, si un rayon d’une couleur determinee 
se refracte en passant d’un premier milieu dans un second, la nature 
de la oouleur, et par suite chacune des quantites T, s, restera inva- 
riable, tandis que les quantites 

k, Q, I 


se changeront dans les suiyantes 


(7) 

( 8 ) 

(9) 


k'w= Bk, 


Q!= 
V - 


a 

e’ 

i 

e’ 


0 designant I’indice de refraction. Alors aussi les coefficients 

^17 

obtiendront des valeurs differentes dans le premier et dans le second 
milieu. 

Un trfes habile observateur, Frauenhofer, a d^duit d’exp^riences 
faites avec beaucoup de soin les indices de refraction pour sept rayons 
colores, correspondants k certaines raies que presente le spectre so- 
laire, et determine les diverses valeurs que prennent ces memos in- 
dices lorsqu’on fait passer les sept rayons de Fair dans des prismes de 
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verre ou de cristal, remplis ou entiferement formes de diverses sub- 
stances liquides ou solides. Les substances employees par Frauenhofer 
sont ; I’eau, une solution de potasse, Thuile de terebenthine, trois 
especes de crownglass, et quatre especes de flintglass. Ajoutons que 
deux series d’experiences sont relatives a Teau, et deux autres a la 
troisieme espece de flintglass. Le Tableau suivant contient le resultat 
des experiences de Frauenhofer, relatives aux sept rayons qu’il a de- 
signes par les lettres B, C, D, E, F, G, H. Pour plus de commodite, 
nous representerons les valeurs de 6 , correspondantes a ces memes 
rayons, par 

®i> ®s> Stj S{, 00, 0,, 


Tableau I. 

Indices de rif ruction pour les rayons B, C, D, E, F, G, H de Frauenhofer. 


SUBSTANCES R^FRINGENTES. 

fl.- 

6 .- 

6 .- 


6 .- 

».• 

6 ,- 


"s 6 rie 

I j 330935 

I, 331712 

1,333577 

1,335851 

1,337818 

1,34x293 

1,344177 

' ( 2 

" serie 

1,330977 

1,331709 

1,333577 

1 ,335849 

1,337788 

1,341261 

1,344162 

SolutioR de potasse 

1,399629 


1 ,402805 

i, 4 o 5632 

1,408082 

1,412579 

i, 4 i 6368 

Iluile de t6rdbcntliinc 

1,470496 


1,474434 

1 ,478353 

1,481736 

1,488198 

1,493874 


i”especo 

1,524312 

1,525299 

1,527982 

1,531372 

1,534337 


1,554684 


2* esp&ce 

1,525832 

1,526849 

1,529587 

i, 533 oo 5 

i, 536 o 52 

1,541657 

1,546566 


3 ® esp^^ce 

1,554774 

1,555933 

1 ,559075 

i, 563 i 5 o 

1,566741 

1,573535 

1,579470 


T*'*espeee 

1,602042 


1,608494 

1 ,614532 

I ,620042 

1,630772 

1,640373 

Flint- 

2® espece 

I ,623570 


i, 63 o 585 

1,637356 

1,643466 


1,666072 


3 * csD^ce i 

[ ,626564 

1,628451 

1,633666 

1 ,640544 

1,646780 

1 ,658849 

1,669680 


1 a UbUoLiO* 3 A ^ • 

^ (2® sene. 

1 ,626596 

I ,628469 

1,633667 

I ,640495 

1,646756 

1,658848 

1,669686 


4® espfece 

( ,627749 

1,629681 

i, 635 o 36 

1,642024 

1,648260 

I ,660285 

1 

1,671062 


D’autres experiences de Frauenhofer determinent les valeurs de I 
ou les 6paisseurs des ondes dans Fair pour les sept rayons 

B, C, D, E, F, 6, H. 

Nous d^signerons par 

hf h} h 

ces 6paisseurs, qui, dans les exp6riences de Frauenhofer, se trouveni 
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oxprimees en cent-millioniemes de pouce. Si Ton multiplie les nom- 
hres que ce physicien a trouves par 2,7070, afin de reduire les memes 
longueurs en dix-millioniemes de millimetre, et si Ton effectue le 
calcul par logarithmes, on obtiendra le Tableau suivant, dans lequel 
i designe un nombre entier. 


Tableau II. 

h^paisseur des ondes dans I’air pour les rayons B, C, D, E, F, G, H 

de Frauenhofer. 



1 = I. 

i = 2. 

i = 3 . 

1=4. 

■ 

■ 

H 

Valeurs de k en eent-mil- 
lioniemes de pouce., . . 

a54i 

'-44*^5 

■ 

1943 

<789 

1 585 

i45i 

Logarithmes ddcimaux do 
CCS nombres 

Log(2707) 

Sommes... 

4o5oo47 

3847117 

4324883 

3374593 

4324883 

2884728 

4324883 

2526 ro 3 

439-4883 

2000293 

4324883 

1R16674 

4324883 

8374930 

8 1 79,000 

769947 l> 

79-09611 

6850986 

6825176 

5941557 

li en dix-millioniomes de 
millimetre 

6878 

6564 

5888 

5260 

4843 

4291 

3928 


II suit de la formule (9) que, etant donnec Tepaisseur I ou // dcs 
ondes dans I’air pour Tun des rayons B, C, D, E, F, G, H, on 
obtiendra I’epaisseur des ondes V ou pour le meme rayon refracLo 
par I’eau ou par une autre substance, en divisant la premiere epais- 
seur par I’indicc de refraction. Cela pose, on deduira sans peine dcs 
Tableaux I et II les epaisseurs des ondes correspondantcs aux sept 
rayons et aux diverses substances considerees par Frauenhofer. En 
effectuant le calcul par logarithmes et a I’aide des Tables de Callel , 
on obtient les resultats compris dans les Tableaux suivants : 














liuile de t4rdben thine. | Solution de potasso. | £au, a** s6rie. | Ean, serio. 
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Tableiu in. 

Determination des logarithmes des indices de refraction et de leurs complements. 


VALEDRS DE i. 



CompLouL^^j* 


1674355 

1677603 

I686153 

1697626 

467 

89 

89 

147 

18 


X2 

9 

1674640 

1677692 

1686254 

1697782 

8325360 

83223 o 8 

83(3746 

83022x8 


OEuvret de C* — S. II. t, X. 


34 





































Fliptglass,; 1^ e8p^oe> | Crownglass, 3 ® esp^ce. I Crownglass, li® espece. I Crownglass, esp^ce. 
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Tabliao in (suite). 


YALEURS DB i. * = t 



1880704 i 833 a 68 1840949 i 85 o 6 o 3 1859108 1874925 1888 160 

29 257 228 199 85 23 226 

6 26 6 6 20 II 

I 

1 ( 6 /) 1880739 i 83355 i 18411S3 i 85 o 8 o 8 1859208 1874948 1888897 


Gompl.ouL^^y 


8169261 8166449 8158817 81 49192 8140792 8 i 25 o 52 8 ui 6 o 3 


1,525832 1,526849 1,529587 i, 533 oo 5 i, 536 o 52 r, 54 1657 i, 5 i 6566 


i 83 i[ 97 C 1887822 1845495 1855422 1863912 1879717 1893499 

86 114 228 i4 142 i4r 169 

6 26 20 6 20 17 


i 835 o 68 1887962 1845743 1855436 1864060 1879878 1893685 


8164932 I 8162088 I 8154257 I 8144564 8135940 8120122 8 io 63 i 5 


Gompl.ouL 


1,554774 1 1,555933 1 1,559075 I i, 563 i 5 o| 1,566741 1,573535 1,679470 


1916466 1919817 1928461 1989868 1949858 1968667 1984921 

196 84 196 189 III 83 193 

11 8 14 3 x 4 


1916673 1919909 1928671 1940007 1949972 1968764 ig 85 ii 4 


8083326 8080091 8071829 8059993 8060028 8 o 3 j 236 8 


1,640873 



2046625 

109 

5 

205 i 502 

206894 1 

244 

n 

2080880 

81 

5 


























Flintglass, 4* espece. j Flintglass, 3*espece, a" s^rie. IFlintglass, S^espece, i'‘®s6ric. I Flinlglass, a® cspeco. 
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Tableau III (suite). 


VALGURS DE L 

i=L 

6 = 2. 

6 = 3 . 

6 = 4 . 

i = 5 . 

6 = 6. 

6 = 7 . 

Oi 

I, 6^3570 

1,625477 

i, 63 o 585 

1,637356 



1,666072 


a 104523 

2109603 

2128208 

2141283 

2157433 

2189080 

2216760 


188 

188 

214 

1 33 

169 

16 

i 83 

1 


- 19 

i 3 

16 

16 


5 

L(0/) 

aio47n 

2109810 

2123435 

2141432 

2167608 

2189046 

2216938 

CompLouL^^^ 

7895289 

7890190 

7876555 

7858568 

7842892 

7810954 

7783062 

Bi 

1,626554 

1,628451 

1,633666 

1,640544 

1,646780 

1,658849 

I ,669680 


2112541 

2117611 

21 3 145/ 

214976a 

2166145 

2197940 

2226124 

. 

161 

i 34 

160 

106 

212 

io 5 

209 

( 


3 

16 

n 


24 


LW 

2112713 

2117748 

2 i 3 i 633 

ai 49879 

2166357 

2198069 

2226333 

Compl.ouL^~y 

7887287 

7882252 

7868367 

7850121 

7833643 

7801931 

7778667 

I 



1,626596 

1,628469 

1,633667 

1,640495 

1,646756 

1,658848 

[,669686 


2112541 

2117611 

2131457 

2 i 49498 < 


2197940 

2226124 


2^1 

160 

160 

289 

mm 

io 5 

209 

. 

16 

24 

19 

i 3 

mm 

21 


M9i) 

2112798 

2117795 

2 i 3 i 636 

2149700 

2166293 

2198066 

2226349 

Compl.ouL^^^. 

7887202 

7882205 

7868364 

785 o 25 o 

^833707 

7801934 

-7773651 

9 ; 

1,627749 

1,629681 

i, 635 o 36 

1,642024 

I, .648260 

1,660286 

1,671062 


2115744 

21208x0 

2135178 

2153732 

2170099 

2201604 

2229764 


107 

214 

8 (r 

53 

i 58 

210 

167 

( 

44 

3 

.16 

11 


i 3 

5 

t(«<) 

2116875 

2121027 

2135274 

2153796 

2170267 

2201827 

2229926 


7884125 

7*78973 

7864726 

78 <6204 

7829743 

i — 

779*173 , 

7770074 

;; t;,. 7^777^ 
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Tabieau IV. 


Determination des epaisseurs des ondes dans les diverses substances, ces epaisseurs 
etant exprimees en dix^-millioniemes de millimetre. 


VALEURS DE l. 

i = 1 . 

1 = 2. 

i = 3. 

i= 4 . 

z = 5 . 

i = 6 . 

i = l . 


T / * ^ 

8768432 

8755896 

8749818 

8742420 

8786029 

8724762 


s 

i ^UJ 



8374930 

8172000 

7699476 

7209611 

6860986 

6825176 


ai 



1 

1 i 

1 Somme. . . . 

7133362 

6927896 

6449294 

5962081 

5587015 

5 o 49938 

4666991 

Eai 

6paisseur/i= 

5 i 68 

4929 

44 i 5 

3937 

3640 

3199 

2922 


r/'] 



8749818 

8742427 

8736127 

8724867 

8715483 



C7J0294 

oyajgoy 

i 

UlA 

8874930 

8172000 

7699476 

7209611 

6860986 

6326176 

594 T 557 

CO 



Somme. . . . 

7133224 

6927907 

6449294 

5962088 

5587118 

5 o 5 oo 43 

4637040 

s 

' fipaisseurftss^’-- 

5 i 68 

4929 

441S 

3937 

8620 

3199 

2922 

s 

CO 

1 l/M 1 

j 

8539871 

8537122 

8530026 

8621284 

8613720 

8499871 

8488288 

00 

5 

W 

a 

] idi ) ; 

8874930 j 

8172000 

7699476 

7209611 

6860986 

6345176 

6941557 


'§ < 
c 

Somme 

G914801 1 

6709122 

6229602 

5780895 

5364706 

4826047 

4429795 

o 1 

O 

CO ' 

£paisseur/5=^«-* 

49 i 5 

4687 


874^^ 

3439 

8087 

2773 

, 


8325360 

8822808 

83 1 3746 

830221 8 

8292291 

8278892 

8456859 

fl 



1 UJ 

•S 

l ( li ) 

8874980 

8172000 

7699 {76 

7209611 

6860986 

6326176 

5941557 

o a 


S Si ' 

M'S 

1 Somme 

6700290 

6494808 

6018222 

5511829 

5148277 

45 g 8568 

4198416 

'O 

o 

'O 

Jpaisseur/J=^«*- 

4678 

4461 

3993 

3558 

3268 

2883 

2629 


\(^] 

8169261 

8166449 

8158817 

8149192 

8140794 

8126062 

8 iii 6 o 3 


i ^\ bi ) 

oo ■ 

CO 03 

Ult ) 

8874980 

8172000 

7699476 

7409611 

6850986 

6825176 

5941557 

es o 

T * #03 


si ■ 

Somme — 

6544 i 9 Jt 

6338449 

5868293 

53588 o 3 

4991778 

4450228 

4 o 63 r 6 o 

p g 

5 " 

0 

fipais8eur/5 =^-*« 

1 

■4513 

4304 

3853 

3435 

3 i 56 

4786 

2643 



































Fliatglass, 3* esp^cp) ^ Crownglass, Crownglass, 

i«86rie. Flmtglass.a'espiice. Flinlglass, i">espfece. 3'esp6ce. a'espeee. 
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Tableau IV (suite). 


VALEUBS DE L 

1 


i = 3 . 

■ 

1 = 5. 

1 = 6 . 

i = 7 . 


1 ‘•(s;) 

8164982 

8162038 

8164267 

8144564 

8186940 

8120122 

81063 1 5 


1 L{^/) 

8874930 

8172000 

7C99478 

7209611 

6860986 

6326176 

5941557 


i Somme.... 

6589862 

6334038 

5853738 

5354176 

4986926 

4445298 

4047872 


£paisseur/i=^-‘-- 

Oi 

45 o 8 

4299 

3849 

3431 

3 i 53 

2783 

2.540 


^a) 

8 o 833 a 6 

8080091 

8071829 

8059993 

8060028 

8 o 3 i 236 

8014886 


Wt ) 

8874980 

8172000 

7699476 

7209611 

6860986 

6326176 

5941557 

\ 

Somme. . . * 

6458256 

6262091 

6770806 

6269604 

4901014 

4356412 

3955443 

1 fipaisseur/;= 


4219 


3365 



2487 

1 ‘■(j) 

7953461 

7948498 

7935804 

7919534 

7904738 

7876067 

7860673 

Wi ) 

8874930 

8172000 

7699476 

720961 I 

6860986 

6826176 

5941557 

\ Somme 

6828191 

6120498 

5635280 

6129145 

4755724 

4201243 

3792130 

1 fipaisseur/t^~-“ 

4294 

4093 

366 o 

3258 

2989 

263 1 

2394 


Ke) 

7895489 

7890190 

7876666 

7858568 

7842892 

7810954 

7788062 


m 

8374930 


7699476 

7209611 

6860986 

6326176 

5941557 

\ Somme — 

6270219 

6062190 

5576041 

6068179 


4 i 36 i 3 o 

3724619 

1 fipaiaseur/J=^--- 

4287 

4 o 38 

8611 

8212 

2947 

2592 

2358 

1 Ki) 

7887287 

7882262 

7868867 

7860121 

7833643 

7801931 

7773667 

m 

8874980 

8172000 

7699476 

7209611 

6860986 

6326176 

594x557 


Somme. . . . 

6262217 

6064262 

6667843 

6059782 

4684629 

4127107 

3716224 


ipaisseur^=^-” 

4229 

4 o 3 i 

36 o 4 

8206 

2941 

2586 

2862 
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Tableau IV (suite). 


TALEDRS DE L 

i= 1. 

■ 

■ 

■ 

■ 

t = 6. 

* = 7 . 

O 

U 

\ 

7887202 

8374980 

7882206 

8172000 

7868864 

7699476 

7860260 

7209611 

7833707 

6850986 

7801934 

6325176 

777365 1 

5941557 

M* 

CD . 
o .2 

1 HflJ 

uii) 

sn 


a “ 

S « 

1 Somme — 

6262182 

6054206 

6667840 

6069861 

4684693 

4127110 

3716208 

a 

E 

Epaisseur// = ^'*' 

4229 

4 o 3 i 

36 o 4 

3206 

2941 

2686 

2362 

CD 

l,( 

7884126 

8374980 

7878973 

8172000 

7864726 

7699176 

7846204 

720961 [ 

78297^3 

6860986 

7798173 

6326176 

7770074 

5941557 

•CD 

& 

8 

Hs/j 

Uh) 

. 


i 

00 1 

CQ 1 

1 Somme.... 

6269055 

6060973 

5564*202 

5 o 558 i 5 

4680729 

4123349 

3711631 

5 1 

a I 

E 1 

Epaisseur/J = ^-- 

4226 

4028 

36 oi 



2684 



En resume, les epaisseurs des ondes dans I’air et les aulres sub- 
stances 6tant exprimees en dix-millioniemes de millimetre, ces epais- 
seurs seront, d’apres les experiences de Frauenhofer, representees par 
les nombres que renferme le Tableau ci-joint. 

Tableau V. 

lEpcdsseurs des ondes en dix-millioniemes de millimblre. 


VALEURS DE Z. 

z = L 

j = 2 . 

z = 3. 

z = 4. 

£=5. 

£ = 6. 

i‘ = 7. 

li. Air 


6878 

6564 

6888 

6260 

4843 

4291 

3928. 

Eau 


5i68 

4929 

44i5 

3937 

3620 

3'99 

2922 

Solution de potasse 

4915 

4687 

4197 

3742 

3439 

3 o 37 

2773 

Huile de terebenthine 

4678 

4461 

3993 

3558 

3268 

2883 

2629 


i^espfece... 

45i3 

43o4 

3853 

3436 

3i56 

2786 

2543 

Crownglass. 

2® espece... 

45o8 

4299 

3849 

343 1 

3i53 

2783 

2640 


3 ® esp6co.. . 

4424 

4219 

3776 

3365 

3091 

2727 

2487 


I'^esp^jce... 

4^94 

4093 

3660 

3258 

2989 

2681 

i 2394 

TTlintflrlASQ 

2® esp^co. . . 

4237 

4o38 

36ii 

3212 

2947 

2692 

2358 


1 3® espece. . . 

4229 

4o3i 

36o4 

3206 

2941 

2586 

2352 


[4® espece... 

4226 

0 

00 

36oi 

32o3 

2g38 

2584 

235 1 
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II est important d’observer que, en appliquant a I’equation (i) le 
theorfeme de Lagrange sur Ic retour des suites, on en tire la valeur de 
it* developpee en une serie de la forme 

(9) A-®=biJ® + b8s‘-+-b3i*+ — 

D’ailleurs, pour determiner les coefficients b,, bj, ba, . . il suffira de 
substituer dans I’equation (9) les valeurs dej*,^*, s\ ... deduites de 
I’equation (i), savoir 

ss=a, F-t- ajX-'-h. . 

^‘=:afX-*H- aa, ajA'-i-. . 
aJA'®+. . 


Alors Tequation (9) deviendra 

k*= aibjA:*-4- (a,b,-t-aJbj)/r*-i-(a3bi-i-aaiasb*+a*b»)A:®4-. . 


et Ton en conclura 


par consequent 


aib,=i, 

a,b,-t-aJbj=o, 
a8b,+ aa,asb2H-aJb3=o, 


(10) 





aabiH " aaiajbj 

'a? 


aias— aa| 
a' 


3 


Cela pos6, la formule (9) donnera 


(n) 


*1 


■aa; 


a! 


Or, puisque dans le cas oii la distance r de deux molecules asi^ez rap- 
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prochees pour exercer une action sensible Tune sur I’autre est con- 
sideree comme tres petite du premier ordre, les quantites 

• • • 

sont des quantites tres petites du premier, du troisieme, du cin- 
quieme, ... ordre, il est clair que, dans le meme cas, les quantites 


^2 as 

a» a? 

et, par suite, les coefficients de s*, s*, ... dans le second membre de 
la formule (i i), seront des quantites tres petites du premier, du se- 
cond ordre, etc. Done ces coefficients decroitront tres rapidement 
aussi bien que les coefficients de s^, s\ s*, ... dans le second membre 
de la formule ( 9 ). 

Si, dans le second membre de I’equation (r), on conserve seulement 
le premier, les deux premiers, les trois premiers termes, etc., on ob- 
tiendra diverses valeurs approchees de sS savoir 


(I2) 

i‘=a,A’, 

(i3) 

a, 4:’-!- a^ k*f 

(i4) 

s*= ajA*-i- Sizk*, 


et, si Ton substitue la premiere de ces valeurs approchees dans les dil- 
ferents termes qui composent le second membre de la formule (i i), 
ces differents termes deviendront 

(i5) ajA’*, — — ^a* 

Or les coefficients des puissances suocessives de 4tant du m 6 me 
ordre dans la s 6 rie (i5) et dans celle que renferme I’^quation (i), il 
est nature! d’en conclure qu’on obtient le meme degr 6 d’approxima- 
tion lorsque, dans les seconds membres des Equations ( 1 ) et (i i), on 
conserve le mSme nombre de termes. En consequence, aux for- 
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mules (12), (i 3 ), (i4), etc. doirent correspondre les suivantes 
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(« 6 ) -s*, 

ai 

(17) 

ai aj 

(18) — s* ^ s^— 

ai a? a» ^ ’ 


qu’on peut encore ecrire comme il suit 

(19) A:= = 1},5», 

(20) A-»=biS» 4 -bs 5 S 

(21) A»=bis»+b, 5 *-f-b*s‘, 


G’est, au reste, ce qu’il est facile de verifier a posteriori. En effet, la 
formule (ii) entraine immediatement la formule (16). Pareillement, 
la formule (i 3 ) s’accorde avec la formule (17), de laquelle on tire 

(22) i*— i®] 

2 3 ] 

ou, ce qui revient au mSme, 



(23) s«=a? 


I— I / 1 — 4 — A* 

= V 


2 3 , 


= a,A*4- a,A*+ 2^ A'-i - 5 ?| A«+. 

ai aj 


et, par consequent, 
en n6gligeant les termes 


j®=: aiA*+ a* A*, 


a^A«, 5^ AS .... 
a, ’ af ’ 


Or ces derniers sont respectivement comparables pour leurpetitesse 
aux termes 

asAS a»AS 


que Ton a n6gliges dans le second membre de I’^quation (i) pour 

OMupres de C. •— S. U, t. X. 36 
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reduire cette derniere a la formula (i3), puisque les qiiantites 



sont respectivement du cinquifeme, du septieme ordre, etc., aussi bien 
que les quantites 

^4^ .... 

On prouverait, par des raisonnements semblables, que la formula (i4) 
s’accorde avec la formule (i8), etc. Cherchons maintenant jusqu’oii 
les experiences de Frauenhofer permettent de pousser le degre d’ap- 
proximation, c’est-a-dire combien de termes ces experiences permet- 
tent de conserver dans Tequation (i), ou, ce qui revient au m^me, 
dans la formule (ii). 

Lorsque dans la formule (ii) on ecrit et au lieu de r et on 
en tire 

(24) + -h..., 

puiSr en posant successivement n — j,n = 2 ,n = 3, .... 


(a5) 


A'f = bji® -f- bii} -4- basf 
A-| =bi5| 4-bi5j-l- baJ?! 

A'l = bi5| 4- bs4 4- bj^l 4- . . . , 


Or si, dans le second membre de la formule (ii) ou (24), on conserve 
seulement un, deux, trois, . . . termes, on pourra en eliminer Ic coef- 
ficient b,r ou les deux coefficients b,, bj, ou les trois coefficients b,, 
bj, bj, .. ., k I’aide de la premiere, ou des deux premieres, ou des 
trois premises, etc. des formulas (25), etl’on trouvera, dans Ic pre- 


mier cas. 


jt-S — ^ 1.2 
"ft — 


dans le second cas, 


"ft — J' cS ^ — C* "s’ 
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dans le troisi^me cas, 


(28) 


/.3 _ Uh — 


*n ;.j I (** ^i) (*n ^i) 7.2 . (^b *!)(•'* 

Si) s\ ^ ^ {st-sD isl - si) s \ + {si - s\) {si 


il )4 

S\) 


A1, 


II est bon d’observer qu’on pent deduire directement les equations 
(26), (27), (28) de la formule de Lagrange pour I’interpolation, en 
considerant 


comme une fonction entibre de 5®, dont le degre soit Tun des nom- 
bres 0, 1, 2, — Ajoutons que la formule (26), si Ton y pose n = 2, 
la formule (27), si I’on y pose n = 3 , la formule (28), si Ton y pose 
« = 4» . . pourront s’ecrire comme il suit : 


(29) 

(30) 


(3i) 



< 

1 

1 




1 

^ 1(^1 ^’ 3 ) ^ 2 (^ 2 ““ 




1 , 

1 


1 ^ 3(^3 

1 - 

si) sl{sl-s\) {si -si) {si -si) 


Generalement, si Ton conservait n — i termes dans le second membre 
de I’bquation (24)7 on tirerait de cette Equation, ou, ce qui revient au 
mbme, des Equations (aS), 


( 32 ) 


/ 



+ 

+ 


k\ 


(^1 (’^i ^ 3 ) * ' 

.(si -si) 



^2 (^2 ) (^2 ^3 ) * • 

■(s\-sl) 





= 0 , 


ce que Ton peut dbmontrer directement comme il suit. 
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En designant par i un nombre entier inferieur k n, on tire de la for- 
mule d’interpolation, ou bien encore de la formule relative a la de- 
composition des fractions rationnelles, 

(33^ < * 


, ) ( 5 ^ - 5 |). 

puis, en egalant entre eux les coefficients de dans les deux 
membres de I’equation (33), on en conclut : 

I" Pour i< n — I, 

I jSi 

sV 

(34) i 


2® Pourz = n — I, 




(*1 — *») 






Or, si I’on a 6gard aux formules (34), (35), les n prcmibres dos for- 
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mules (25), respectivement multipliees par les coefficients 
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SJ (5j 5|) (Sj S^) , . . {$1 ) 

I 

(^2 ) (*2 *!)••• (^2 *«) 


) (®» ) • • • (‘*B *B-l) 

puis combinees entre elles par voie d’addition, donneront 




( 36 ) 


— -s|) («!—«!) ••• («? — «*)’ 



^2 (^2 ^l) (^2 ) • • • (^i *B ) 


^ 


— 5„4-. . 


et il est clair que cette dernibre Equation se rbduira simplement a la 
formule (32), si, dan's le second membre de la formule ( 24 )> par con- 
sequent de chacune des formules (aS), on conserve seulement les 
n — I premiers termes, ce qui revient ^ poser 

bn — 0, bn+i — Of .... 

Lorsqu’^on passe de I’air a un autre milieu, la quantite i doit etre 
remplacbe par 

A-'= 0A 

dans I’equation (Sa), qui se change alors en cette autre formule 


Sf (s{ i|) . . . (i* — jJ) 




(37) 


*2 (^2 ) (®2 **)••• (®l *s) 




~"^*i) (*» ^ *1) • • • (^B *fl-l) 


=rOv 
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Si d'ailleurs on pose, pour abr^ger. 


1 

It-- 

(38) i 



K ^ , 

et si Ton represente les carres des indices de refraction par 

(39) 01, 0J, 0J, ..., 
de sorte qu’on ait 

(40) , ®i=ef, 

idesignantup nombre entier quelconque, les formules (Sa) et (37) 
deviendront respectivement 

(41) Xi 4 -Kj +Ks +... + Kb =0, 

(42) Ki 0 t + Kj@s-(- KsSj 4 - . . . + Ko 0 b= o. 

Enfin, si Ton passe successivement de I’air a d’autres milieux refrin- 
genfs de diverses natures, et si, dans ce passage, A devient successi- 
yement 

(43) ek, 6'k, ..., 


alors, au lieu de la formule (4i). on obtiendra un systfeme d’equations 
de la forme 


i: 44 ) 


K-i®! + Kj®* + Ks0g -f-. . . 4- Kn®a= O, 

Ki®; 4 - K,®; + Kg®; +. . . 4- k„®;= 0, 
Ki®; 4 - k:,®; 4 - K,®; +. . . + K„®' = 0, 


pouFTU que Ton pose 




(45) 


®,= 0 f, 


• • » 
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c’est-a-dire pourvu que Ton designe par 

( 46 ) &t, ... 

les earres des indices de refraction relatifs aux divers milieux dont il 
s’agit. On ne saurait, dans les formules ( 4 i), (42), (44), supposer 
n = 2, car alors les formules (4r), (42), r4duites a 


Ki + Kg — o, Kj 0 1 + Kg 0g — o. 


donneraient simplement ©, = ©j, et par suite la dispersion cesserait 
d’avoir lieu. On aura done au moins n = 3 , Ajoutons qu’il suffira d’6li- 
miner les quantites 


ou plutot les rapports 


K., 

Kg, Kg, 

...» K„, 

K4 

K, 

K„-, 

K„’ 

K„’ 

’ K„ ' 


entre I’equation (42) et ti — i des equatio'ns (44)» pour obtenir, entre 
les valeurs de 

04 , 0 „ 0 „, 

relatives k n — i substances diverses, une equation de condition qui 
devra fetre sensiblement vkrifike, lorsqu’on pourra, sans erreur sen- 
sible, reduire a ses — i premiers termes la serie comprise dans le 
second membre de la formule (9) ou (24). 

Cela pose, en atfribuant successivement k n les valeurs entikres et 
croissantes 3 , 4» • • • , on pourrait cbercher la premikre de ces valeurs 
pour laquelle se verifient, sans erreur sensible, les equations de con- 
dition du genre de celles que nous venons de mentionner, et decider 
ainsi jusqu’oii les experiences de Frauenhofer permettent de pousser 
le degrk d’approximation. Mais on arrivera plus promptement au 
rnkme but k I'aide des considerations suivantes. 

La formule (42) determine ©„ en function lineaire dlesseules quan- 
tites 


® 1 > , 
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Dos formules semblables determineraient ©«+,, ©n+a. . . • en fonctions 
lineaires des m§mes quantites, et g^neralement le caractfere propre 
d’une valeur de n assez considerable pour qu'on puisse, sans erreur 
sensible, reduire la serie (9) ou (24) k ses n — i premiers termes, 
c’est que n des quantites 

®1, ®s, ®». ••• 

seront toujours liees entre elles par une equation lineaire sans terme 
constant, et dans laquelle les coefficients resteront independants de 
la nature du milieu r^fringent. 

Concevons maintenant que, par les notations 

(47) S@i, S'®f, S"@/, 

on designe plusieurs des polynomes contenus dan's la formule gene- 
rale 

(48) ±;01±@J±:®3±..., 

c’est-k-dire autant de sommes des quantites 

®1, ®!, ®J, • • • 

prises tantot avec le signe -f-, tantdt avec le signe — ; de sorte que, 
en appliquant le calculaux experiences de Frauenhofer faites sur sept 
rayons, Ton ait par exemplc 

I S ®t— ®i ®s H“ ®3 ■+" ®4 + ©s ®|j "H ®7, . 

S^ ©1 -4- ®* •+■ ®3 ®4 — ©5— ©8 ©7, 

S" ©i = — ©1 — ©, -I- ©» -t- ©4 +• ©J -h ©8 — ©7, 

S^©<— ©J -1- ©3+ ©3 ©4 — ©8+ ©8 ©7, 



|lepr6sentons, au contraire, par les notations 
<5o) 20/, 2©;, 2*'©/, ... 

plusieurs des polyndmes compris dans la formule g6n6rale 
(5*1) 
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e’ost-a-dire autant de sommes formees avec les diverses valeurs dt? 

correspondantes a une meme valeur de i, mais relatives aux diverses 
substances, et concevons, par exemple, que 

2 ©„ 20 ^ 

representenl les sommes des valeurs de 

01, 0s, ..., 0, 

relatives a toutes les substances, que 

l'&„ 2' 0s, 2'©/ 

representent ce que deviennent les precedentes sommes quand on y 
change les signes des termes relatifs aux diverses especes de flint- 
glass, etc. Enfin, decomposons 0/en diverses parties representees par 

Of Cr' 

19 • • • > 

en sorte qu’on ait 

(Sa) ©1= &(-t- Sj-f-. . . . 

En admettant que les lettres caract^ristiques S, S', 2, S', ... 

appliquees separement ou simultanement a ces diverses parties gar- 
dent les mlimes significations que lorsqu’on les applique a ©/, et 
indiquent toujours des sommes formees de la memo maniere, on 


aura encore 

(• S 0, = S + S -h s 2r", +. . ., 


(53) 

j S'0i =S'&/ +S'3rJ -t-S'Sr; -t-..., 



/ 2 0/ = 23^/ 4-2 &/ -f-2&/ 


(54) 

j 2'0/ =2'2r/ -^2'2rJ -i-2'2r; 


(55) 

ORuvres de C. 

( 2S ©f= 2S3‘t*H- iSSrJ-f- SSSrJ-H , . 

■( 

S.II, t.X. 

36 
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Des formules semblables determineraient . en fonctions 

lin^aires des memes quantites, et g 4 n 6 ralement le caractere propre 
d’une valeur de n assez considerable pour qu*on puisse, sans erreur 
sensible, reduire la serie ( 9 ) on (24) k ses n — r premiers termes, 
c’est que n des quantites 

@1, ©*, @8, @4, ... 

seront toujours liees entre elles par une equation lineaire sans terme 
constant, et dans laquelle les coefficients resteront independants de 
la nature du milieu refringent. 

Concevons maintenant que, par les notations 

(47) S0f, S'0i, S"©,, ..., 

on designe plusieurs des polynomes contenus dans la formule gene- 
rale 

(48) ±:0,±0J±@8±..., 
c’est-a-dire autant de sommes des quantites 

© 1 , ©!, © 8 , 

prises tantot avec le signe tantot avec le signe — ; de sortc que, 
en appliquant le calculaux experiences de Frauenhofer faitos sur sept 
rayons, I’on ait par exemplc 

I S ©i — ©1 -+■ ©J -t- ©8 ■+■ 0* -t" ©6 - 1 “ ©7, . 

S^©i= ©i-l-©s-t- ©3-t- ©4 ©5 ©j— ©7, 

©/ = — ©1 ©j -|- ©8 -f- ©4 4 " ©5 -H ©8 ©7, 

S*^©f ” — ©1 “H ©2 “4- ©3— ©4 — ©g-f- ©8 H- ©7, 

\ 

Jlepresentons, au contraire, par les notations 
<5o) 2©/, 2®J, 2^0,., ... 

plusieurs des polynOmes compris dans la formule generalo 

(5*) ±©j±©j±®^;±..., 
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c’est-a-dire autant de sommes formees avec les divcrses valeurs de 

0,. 

correspondantes a une meme valeur de i, mais relatives aux diverses 
substances, et concevons, par example, que 

20„ X0J, 20, 

representent les sommes des valeurs de 

0„ ©s, ..., ©, 

relatives a toutes les substances, que 

2 ' 0 „ 2 ' 0 „ 2 ' 0 , 

representent ce que deviennent les precedentes sommes quand on y 
change les signes des termes relatifs aux diverses especes de flint- 
glass, etc. Enfin, decomposons 0,- en diverses parties repr^sentees par 

% y'l. 

en sorte qu'on ait 

(Sa) 0,= 2r,-)- Sr^-I- . . . . 

En admettant que les lettres caracteristiques S, S', .... S, 2', ... 
appliquees s6par6ment ou simultanement a ces diverses parties gar- 
dent les m6mes significations que lorsqu’on les applique a ©,, el 
indiquent toujours des sommes formees de la meme manit‘re, on 
aura encore 



i S 0, =S -hS Sr; -hSSr; -h... 

(53) 

s'0, =s'&, 


\ 

I 2 0, =2 3r, -)-2&', -<-2a:- -H... 

(54) 

2'0, =2'&, +2'&', -i-2'2r; 4-... 

(55) 

( 2S@,= 2SSr,-i-2SSr',-»-2SSr; + ... 
) 


OBwrts de C. — S. II, t. X. 


36 
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Cela pose, revenons a la fomule (42), et voyons d’abord quclles 
consequences on aurait pu deduire de cette formule et des autres sem- 
blables s’il eut et 6 permia d’y supposer n — i. Dans cette hypothese, 
de I’equation (42), reduite a 

(06) K, 0 ,+ Ks@2=O, 


on aurait tire 


0s “ Ki’ 


puis, en remplagant le premier des milieux refringenls par le second. 


et.^par cons^ucnt, 

( 57 ) 

ou, ce qui revient au meme. 


©i “ K, 


0, - 0; 


©', ~ 0;' 


On aurait trouve de la meme maniere 


01 _ ^ 
0 [~@;’ 

01 _ 04 

0; “ ©r 


et finalement 


^_02 

©; ~ ©i “ @; ~ 0; " 0; ■" @; ~W,' 


Or plusicurs fractions egalcs cntre ellcs sont encore egales a colic 
qu’on obtient en divisant la somme de leurs num^rateurs ajoutes los 
uns aux autres ou pris les uns avec le signc +, los autres avce le 
signc — , par la somme de leurs denominateurs ajout 6 s pareillomcnt 
les uns aux autres ou pris avec les mfimes signes que los num 6 rateurs. 
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Done la formule (58) entrainerait la suivante 


(39) 


Qj S@2- 

^ ~s@;’ 


qu’on pent ecrire comme il suit 


(60) 


Qt _ 

S&i ~ S0'/ 


et dans laquelle il est permis de remplacer la caracteristique S par 
Tune des caracteristiques S', S", — Observons d’ailleurs que, si Ton 
pouvait considerer comme 6gaux les rapports compris dans la for- 
mule (58), et attribuer les differences de leurs valeurs reduites en 
nombres aux erreurs d’observation, le moyen d’attenuer I’influence 
probable de ces erreurs sur la determination de la valeur commune 
des rapports dont il s’agit serait de faire concourir egalement a celte 
determination les carres des sept indices de refraction, et par conse- 
quent de substituer le nouveau rapport 

. S0; 0( 0s -f- 08 -H ©4 05 -t- 06 0? 

Wi ~ @; -h 0's -I- 0; 0; + @; -I- 0'- 

a tons les autres, attendu que les deux termes de ce nouveau rapport 
seraient sept fois plus grands que les moyennes aritbm6tiques entre 
les termes correspondants des premiers, et que, selon toute appa- 
rence, les erreurs d’experience dans 

0„ 0*, ©8, 0*, @6, 06, 07 


etant, les unes positives, les autres negatives, produiraient dans lo 
polynome 

0 1 -t- 0J H- 03 -1“ 0* + ©6 + ©6 + ©7 


une erreur de beaucoup inferieure b la somme de leurs valeurs nume- 
riques ou, ce qui revient au meme, k sept fois la moyenne arithme- 
tique entre ces valeurs. 

Si le second des milieux rkfringents 6tait remplace successivement 
par le troisibme, par le quatribme, etc., alors, au lieu de la for- 
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mule (6o), on obtiendrait les suivantes 

01 _ 

S0, " S0;’ 

01 _ 0” 
S0i“ S 07 ’ 


On aurait done generalement dans Thypothese admise 

^ S@f~S0'j~S0'i“S0-' 

Or le moyen d'attenuer I’influence probable des erreurs d’observa- 
tion sur la determination num^rique de la valeur commune des rap- 
ports compris dans la formule (62) serait de substituer le nouveau 
rapport 

20. _ 0. + 0; + 0j + @;'H-... 

^ ’ 280, ■■S0f-4-S0i+S0';+807-H... 

a tous les autres, ce que Ton prouve par les raisons ci-dcssus alle- 
guees pour la substitution du rapport (61) aux rapports ( 58 ). On 
tire elFectivement de la formule (62) 

A- ^ 

80, ~ 280, 


0 


On obtiendrait de la m^mc inani(!rc les diverses equations 


^ C0 

^7— WST 


( 66 ) 
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qui peuvent etre remplacees par la seule formule 

^ _ ®®'' 

^ ' 201 “ 2©s “ 203 “ 20i ~ 205 “ 20s “ 20 t ~ 280,' 

Si Ton pouvait, en realite, considerer comme egaux les rapports com- 
pris dans la formule (58) et attribuer les differences de leurs valours 
reduifes en nombres aux erreurs d’observation, alors les valeurs de 


0„ @3, 0J, @5, 03, @3, 05, 

determinees par les formules (66), meriteraientplus do confiance que 
les valeurs observees. Mais il n’en est pas ainsi, car nous avons vu 
qu’il n’etait pas possible de supposer « = 2 dans I’equation (42) et 
de la reduire ainsi a I’oquation (56). En consequence, les seconds 
membres des formules (66) doivenl etre consideres comme repre- 
sentant, non les valeurs exactes, mais seulement des valeurs appro- 
cbees de 

01 , 0j, 0„ 03 , 0s, 06, 0,. 


Designons ces valeurs approchees par 


^ 4 , 


^6, ^7» 


en sorte qu’on ait 
201 


(68) 3ri: 


2S0.- 


S01-, 


2r,= 


20* 

2S01 


S0„ 


£r. 


_ 205 

■2S0, 


80/ 


et par A©,- la valeur do la difference 

0/ — 3f/, 

do sorte qu’on ait encore 

(69) @1 = S'/ -H A01, 0j — Stj A0J, 05“&7-hA07. 

On tirera des equations (68) 


(70) S’! + -Tj -H S'! — 80/ — ©1 + 01 + ... + 07, 

et les formules (69), combinees ontre elles par voie d’addition, don- 
noront 


( 71 ) A 01 + A 01 + A 03 + A 03 + A 03 + A06 + A 07 — o ou 


8 A0/= 0 . 
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Gela pose, cherchons ce qui arriverait si, dans la formule (42) et 
dans les autres semblables, on pouvait, sans erreur sensible, sup- 
poser n = 3 . Alors cette formule, se reduisant a 

(72) Ki@j + KjOj K s03= 0, 

et devant subsister independamment de la nature du milieu refrin- 
gent, entrainerait la suivante 

( 73 ) Ki 201 -i- Kj 20s + K 3 20J — o, 

de laquelle on tirerait, en la joignant aux trois premieres des equa- 
tions ( 68 ), 

(74) Ki&i-f- KsS's^- K sSts^o. 

Or, en substituantdans la formule (72) les valours de 0 ,, ©a, 03 lirecs 
des equations (69), etayant egard a la formule (74)* on obliendrait 
la suivante 

( 75 ) K, A0, + K2 A0j-)-Ks A 03 =o, 


qui determincrait A 08 en function lin^aire des deux quantiles A 0 ,, 
A©,. Des formules semblables determ ineraient A 0 ,, A05, A©^, A©, en 
fonction des memes quantites, el la substitution des valours de 

A03, A03, A@{, A0O, A0; 


ainsi detcrminees dans I’equation (71) Iburnirait enlrc les scules 
quantites A©, , A©, une equation nouvelle dont les coelTicicnts seraient 
encore independants de la nature du milieu refringent. On aurait 
done, en vertu de cette equation nouvelle, et en designant par A©', ce 
quo devient A©; quand on passe du premier milieu au second. 


(76) 


A0, _ A0; 
A0, ~ A0J 


A01 __ A0, 
A®^ ~ A0;‘ 


ou, ce qui revient au mfime, 
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On trouverait de la m§me manierc 


A0t _ A 03 

A0', “A©;’ 

A0, A04 

Al^~ A0;’ 


et finalemont 


A^ _ ^ ^ _ A0S _ A0S _ A0, 

'' ' A&\ A@; ~ A0; ~ A©; ~ a©^ ~ a©; ~ a©; ‘ 

Supposons maintenant que J’on designe par S'©/ Tun des polynomes 
compris dans la formule ( 48 ), et par S'©/ Tun des polynomes compris 
dans la formule (6i), en choisissant les signes de maniere que 

S'A0/ 

represente, au moins pour Tune des substances, la somme des valeurs 
numeriques de 


et que 


A0„ A0S, A03, A0J, A0|, A@e, A@„ 
2'S'A0/ 


represente la somme des valeurs numeriques de 
S'A0/, S'A0'/, S'A©:-, .... 

En operant comme on I’a fait, lorsque do I’equation ( 58 ) on a suc- 
cessivement deduitles formules ( 5 g), (62), ( 64 ), (67), on deduirait 
de la formule (77) celles qui suivent : 


(78) 

(79) 

(80) 


A01 __ S'A0/ 
A0''~S'A0'/’ . 

A0, _ A0', _ A0; _ A©'" _ 
s'A0i ~ S' A©; ~ S' A©'; ~ S' A©; — ’ 


A©, _ 2' A©, 
S'A®/~rS'A0f’ 

A©| _ A0t _ A©8 _ Ad* 

2'A0, ~ TWt - WMl ~ 2' A©* 

_ A0S _ A0, _ A©, _ S'A©f 
~ S'A©» “ 2' A©* ~ 2'A0, “ 2'S'A0,’ 


(80 
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Par suite, on aurait 

1 


(82) 






Si I’on pouvait, en realite, considerer comme egaux Ics rapports com- 
pris dans la formule (77), et attribuer les differences de leurs valeurs 
reduites cn nombres aux erreurs d’observation, alors les valeurs de 


A0„ A0J, A0a, A 04 , A@s, A0C, A@ 7 , 


determinees par les formules (82), meriteraient plus de confiance quo 
les valeurs immediatement deduites des experiences. Dans le cas con- 
Iraire, les seconds membres des formules (82) pourraient etre consi- 
deres comme repr6sentant, non les valeurs exactes, mais seulemenl 
des valeurs approcli^es de 

A0i, A0S, A03, A04, A05, A06, A0r. 


Designons ces valeurs approchees par 




^ 

•^2> 




en sorte qu’on ait 

(83) 


et par 


A®. 

'“X'S'A0i 

2'A@s 

*“^'8'A0/ 


2'A@, 
2' S' A©-, 


S'A0f, 
S' A©,, 


S' A©,-, 


A*©, 


la valeur de la difference 


A©,-s;, 
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de sorte qu’on ait encore 

(84) A®,=S; + A»0i, A0a=2r; + A»©*, Ae, = &', + A=©,. 

On tirera des equations ( 83 ), en ayant 6gard k I’equation (71), 

(85) 2?j H- STj - 4- Srj-t-3r'^-t-&g-4-2r', + Ef', = 0 
ou, ce qui revient an m^me, 

(86) S2r;=o, 
et de plus 

(87) S' 2 r;=S'A 0 ,. 

D’ailleurs les equations (84) sent toutes comprises dans la formule 
generale 

(88) A0/=&i+A*0f, 

et de cette derniere jointe aux formules (71), (86), (87) on conclura 

(89) SA» 0 /z=o, S'A* 0 i=o. 

Cela pos 6 , cherchons ce qui arriverait si, dans la formule (42) et 
autres semblables, on poiwait, sans erreur sensible, supposer /^ = 4. 
Alors cette formule, se reduisant a 

(90) Ki0i -H Kj0j H- Kj0j-+- Kt0i=: o, 

et devant subsister quel que fut le milieu rkfringent, entrainerait la 
suivante 

( 9 O Ki20j + KsS0j + Ks20j+ K*S0*= 0 , 

de laquelle on tirerait, en la combi nant avec les quatre premieres des 
formules (68), 

(92) Kj&i -+- Kg&j + K33 '»+ o. 

D’ailleurs, ,en substituant dans la formule (90) les valeurs de 


OEuvrea dtC^ — S. 11 , t. X • 


01 , 0„ ®„ 03 , 


3? 
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tirees des equations (69), et ayant egard a la formule (92), on obticn- 
drait la suivante 

(93) Kj A 0 I + Kj A@2 -i- K j A 0 J+ Kj A04= o; 

et, celle-ci devant encore subsister independamment de la nature du 
milieu que Ton considere, on en conclurait 

(94) K,2'A0, + K22'A02-(- Kj2'A0, + K 42 'A 04 = 0 , 
puis, en ayant egard aux quatre premiferes des formules ( 83 ), 

(95) Ki&; + K,&; + K,S;-i-K4S'4 = o. 

Enfin, en substituant dans la formule (93) les valeurs de 

« 

A01, A0S, A 03 , A 04 , 

tiroes des equations (84), et ayant egard k I’equation (95), on trou- 
verait 

(96) Kt A*0 j-+-K,A* 02+ K3A*@,-h K4A»04= o. 

En vertu de la formule (96), A®@, deviendrait une fonction lineaire 
des trois quantites 

A*@i, A*0j, A’03^. 

Des formules sernblables determineraient A*@5, A*@o, A® 0 j en fonc- 
tions lineaires des m^mes quantites, et la substitution des valeurs de 

A»04, A»0„ A»04, A*0^ 

ainsi deterrainees, dans les equations (89), fournirait entre les seules 
quantites 

A*0i, A*0j, A»0, 

deux Equations nouvelles qui donneraient pour les rapports 

A*0i A>0i 

A*0,’ A‘0, 

deux valeurs ind6pendantes de la nature du milieu r^fringent. On 
aurait done, en vertu de ces Equations nouvelles ot en d^signant par 
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A®0/ce que devient A®0j- quand on passe du premier milieu au second, 

A*01 _ A*©; A*0I _ A’©; 

A»0s“As©'j’ A»©, ~A*©; 

ou, ce qui revient au meme, 

A*©j _ A»©s _ A*-®3 

A*©; -A»©'a — A»©;’ 

On trouverait plus generalement 

f _ A*©, _ A»04 _ A*0s __ A»08 _ A»©, . 
i9j) ^*0/^ ^*0/ ^J0, A*©; ~ A*©; ~ A*©; ~ A*0'j’ 

puis, en designant par 

S'A,0i 

la somme des valeurs numeriques de 

A*©j, A»0„ A®©„ A*s04. A*©s, As©e, A*©-, 
au moins pour Tune des substances, par 

2«'S''A*0, 

la somme des valeurs numeriques de 

S"A*0,-, S"A»0;-, S''A*©1J, .... 


et raisonnant sur la formula (97) comme sur la formule (77), on 
obtiendrait, non plus I’^quation (81), mais la suivante 

A*0i _ A*©, _ A*©j _ A»04 
X^A*©, - 2'A*©g ~ X'^A*©, “ X'A*©* 

_ A*05 _ A»0g _ A*0 t _ ©"A*©! 

“ X''A*©5 “ X''A=08 ” X-'A*©, ~ X'S^A*©/ 



de laquelle on tirerait 


( 99 ) 


A*©,= 


A*0,= 


A*0,= 


X*'A*©, 

X"S"'A‘0, 

X^A*©* 


X"A»0, 

X‘'S''A»®i 


S' A* ©4, 
S'A*©/, 


9 


S'A»©i. 
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Si Ton peut, en realite, considerer comme egaux les rapports compris 
dans la formule (77), et attribuer les differences de leurs valeurs 
rednites en nombres anx erreurs d’observation, alors les valeurs de 


A* 0 „ A* 0 *, AS 08 , A»@4, A* 0 *, A*@«, A »07 


determinees par les formules (99) meriteront plus de confiance que 
les valeurs immediatement deduites des experiences. 

On pourrait pousser plus loin ces calculs, et, s’il arrivait que, pour 
rendre sensiblement exactes la formule (42) et les autres semblables, 
on dut y supposer n — S, alors en faisant, pour abreger. 


(100) 


et posant d'ailleurs 



2 "'A’- 0 , 

2”'S"A*0.- 


S'-A*©,, 


2‘'A»0j 


S'A*0i, 


I'A*©, 


S'A*©;; 


(loi) A» 0 . = &:+A» 0 „ A* 0 ,=&;+A 50 „ A*©, = 2 r'+A» 0 „ 


on tirerait des formules (100), (loi), jointes aux equations (89), 


(102) S 31 =o, S'S^=o, 

(103) S''2r';=S'A*@f 


et, par suite, 

(io 4 ) SA®@<=o, S^A’SfSEio, S''A® 0 i=:o, 


puis, de la formule (42), reduite k 

(lOS) Ki0i+ K 2 0J+ Kj|0j-t- K4 04'+- ^5 05 = o 

et, jointe aux equations (68), (69), ( 83 ), ( 84 )* (too), (loi), 

{i 06) Kf A* 0 i X2 A^02 * 4 “ K3 A® 03 "H K4 A®04H- Kj a® 03« 0. 

Enfin, de cette dernibre Equation et des autres semblables r^unies 
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aux formules (io4), on conclurait que les quantites 

A’0„ A*02, A’03, A*04, A*05, A®0e, A®0- 

conservent entre elles des rapports ind^pendants de la nature du 
milieu r^fringent et verifient, par consequent, la formule 


(-07) 


A*0i A®0g A ®03 A ®04 A ®05 A*@g A ®07 _ 


A®0' — A«0'j “ A»0; "■ A»@; ~ As0's — A®©; — A»0'-’ 
puis, en designant par 

S«’A»0i 

la somme des valeurs num^riques de 

A®0„ A»03, A*0„ A»@*, A»05, A»03, A»@„ 


au moins pour Tune des substances, par 


la somme des valeurs numeriques de 


S'^A*©,, S"A®0;, S^A»0^ 

et raisonnant sur la formule (107) comme sur les formules (77) et 
(97), on obtiendrait, non plus les equations (81) et (98), mais la sui- 
V3.ntG 

A»01 _ A®0, _ A90, _ A»@4 
2 "A*0i ~ I^A*©, “ 2"A»03 “■ 2"A»@4 

_ A»@3 _ A®03 _ A»0, _ S^A»0/ 

“ 2"A»0, ~ S-^A*©, “ 2"A»0, ~ i^S'^A*©/ 



de laquelle on tirerait 


(109) 


A»0,= 

A*0,= 


2^A»0, 

2'^A»0, 

2^S®'A»0i 


_ 2'A»0, 
^ ®7— 2«'s*’A»0f 


S^A®©/, 

S"A*0.-, 



S^A®©;, 
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Si Ton peut en reality reduire la formula (42) a la formule (io 5 ), con- 
siderer par suite comme egaux les rapports compris dans la for- 
inule (97) et attribuer les differences de leurs valeurs reduites en 
nombres aux erreurs d’observation, alors les valeurs de 


A*0i, A*0s, A*03, A®0*, A®05, A*0„ A*07 


determinees paries formules (109) meriteront plus de confiance que 
les valeurs immediatement deduites des experiences; et, en posant 


(no) 


CpW 

-'l — 




2»'S"A»0i 


»~X»’S'"A»0, 


CpW 

^7 — 


2®A»07 
2®’S''A3 0i 


S''A»0„ 

S''A“0i, 


S"A»0;, 


puis designant generalement par 


la difference 

en sorte qu’on eut 
(in) A’0i = 3r^'+A*0i, 


A*0j 

A»0,-2r?, 
A»0,= &^'4-A*0s, 


A»0, = &“-+- A* 0,. 


on trouverait pour valeurs des differences 

A*0„ A‘0j, A*0, 

des quantites du meme ordre que les erreurs d’observation. 

En resum 6 , si Ton veut savoir jusqu’oii les experiences permettent 
de pousser I’approximation, ou, ce qui revient au rndme, combicn de 
termes doivent renfermer les equations lineaires qui, comme I’^qua- 
tion (42), subsistent entre les quantites 

01, 0j, @8, 04, ..., 

independamment de la nature du milieu refringent, on calculera, pour 
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les divers rayons et pour les diverses substances, les valeurs succes- 
sives de 


(ii2) A0„ A»0,-, A*0/, A*0/, 

a I’aide des ^nations 


I 0 , = 3r, + A 0 i, 

02 — 3^2 “h A 02 j 

0 ,=S 7 H-A 0 „ 

|A 0 , = 2 r; + A* 0 „ 

A 0.= 2rj4-A*0„ 

A 671 = 4- A* 07, 

(n3) jA‘0,=3rI + A»0„ 

A* 0 ,=:a' + A» 0 s, 

., A*0,=rS?4-A‘0„ 

1 A»0,=Sr”+A‘0„ 

A»e,= SrJ+A* 0 s, 

., A»0,= S"+A» 0 „ 

jointes aux formules 


•? J 


e. _ ^®S se 

■'*“ 2 S 0 ,- 

0 . _ S 0 . 

X'A0. 

^‘“ 2 'S'A 0 i“ 

, X'A 0 | 

2'A0, 

S^A*© 

X'A*©, 

2 "A ®07 

o.« 2'A*0j ciiTASQ 

q.w 2 ^ A* @2 c/yAsQ 

^ ^ . CM^A3 0 . 

. . . , 0 a w„ 

dans lesquellcs on desb 



gne par 

**•? 

S0,-, 

S'A0„ S'A* 0 ,, S"A’0/, 

, , , 


les sommes des valeurs de 

0,-, A0i, A*0,-, A»0i, ... 

relatives aux divers rayons, mais prises tantdt avec le signe +, tantot 
avec le signe — , de manibre a se rMuire, du moins pour certainos 
substances, aux sommes des valeurs num^riques, et par 

2S0;, S'S'A0„ X^S'A*©,, 2*'S'A»0i, ... 

les sommes des valeurs num^riques de 


S0J, S'A0„ S"A‘0i, S'A»0,, ... 
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relatives aux diverses substances. II suffira de continuer le calcul des 
differences representees par 

A0/, A*0(, A*0;, A^@f, 


jusqu’^ ce que Ton parvienne k des differences comparables aux erreurs 
d'observation. On peut d’ailleurs aisement reconnaitre la nature de 
ces erreurs et se former une idee de leur etendue, en comparant 
entre elles deux a deux les valeurs de &i que fournissent deux series 
d'experiences faites sur la meme substance, par exemple les deux 
series d’experiences faites par Frauenhofer sur I’eau ou sur la troi- 
sikme espbce de flintglass. II y a plus : comme on aurait generalement 


par consequent 




A0;=O, 


si Ton pouvait sans erreur sensible reduire le second membre de la 
formule (9) k son premier terme; 


par consequent 




A>0,Z3:O, 


si Ton pouvait sans erreur sensible reduire le second membre do la 
formule (9) k ses deux premiers termes, etc., il est clair quo les dif- 
ferents termes de la suite 


A0,-, A*0<, A’0/, A*0;, ... 
seront respectivement comparables aux coefficients 

bj, bs, b^, b(, . . . 

des quatrikme, sixikme, huitikme, dixikmc, . . . puissances do s dans 
le second membre de I’equation (9), et qu’en consequence A0/ sera 
du meme ordre que bj. A*©,- du meme ordre que b„ A*©/ du meme 
ordre querb^, A^®,- du meme ordre que bs, etc. Or, si la distance do 
deux molecules d’ether, assez rapprochees pour exercer Tune sur 
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I’autre une action sensible, est consideree comme une quanlite tres 
petite du premier ordre, 

ajbg, Bib], aib^, ajbs, ... 

seront, en yertu des remarques faites sur la formule (ii), des quan- 
tif^sfr^s petites du premier, du second, du troisieme, du quatrieme, ... 
ordre. En consequence, non seulement les coefficients 

bi, bj, b*, bg, . . - , 

mais aussi les differences des divers ordres, savoir 


fiia) 


A0„ A*0„ A»0„ A^0„ ... 


et leurs valeurs approchees, ou les quantites 
(n5) S?, ..., 

determin^es par les Equations (ii4)» formeront gen^ralement des 
suites decroissantes jusqu’au moment oil les differences deviendront 
de meme ordre que les erreurs d’observation. Remarquons encore que 
chacune des quantites (ii5) obtiendra pour les divers rayons des va- 
leurs diverses qui, en vertu des equations (i i4)» devront toutes garder 
les memes signes, ou toutes a la fois changer de signes, lorsqu’on 
passera d’une substance k une autre. Or il est clair que les differences 

A0,, A*0f A»@„ A*0/, ..., 

dont les quantites dont il s’agit representent des valeurs approchees, 
devront generalement satisfaire a la meme condition, tant qu’elles ne 
seront pas devenues assez petites pour etre du meme ordre que les 
erreurs d’observation. Enfinles formules (ii3) et (ii4) entraineronl, 
comme on I’a dejk remarqu^, les equations de condition 


(u6) 


SStj = S0i, 

S&i=o, S'&i = S'A0i, 
s&? = 0 , S'a? = o, ■ S''9? = S''A«0f, 

ssf=o. s'&;'=o, s"?r=o, s"s';=s»A»0,, 

"•••»••» •••> 


QSufrtt de C, — S. II, t. X. 


38 
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et 

i SA &i=o, 

lSA»0i=o, S'A*0i=o, 
{1 17) |sA»0i=:o, S'A*0,-=o, 

jsA*0/=o, S'A*0,=o, 


S''As0j=o, 

S'A*0i=o, 


S*A*0i=o, 

••••»•*••• 5 


auxquelles on pourra joindre les suivantes que Ton forme de la memo 
maniere : 


2&J = o, r&;^2'A0i, 


(1 18) 


25 ?= 0, 

2 ' 3 r?= 0 , 2 " 2 rJ= 2 »As 0 „ 




| 25 ?=o, 

2 '&?'=o, 2 ‘' 3 ?=o, 2 ^ 5 ?'= 

2 "A=> 0 £, 

et 


; ••«•••• 5 





2 A 0 /=o,^ 





2 As 0 , = o, 

2 'A= 0 .-=o, 


(119) 

. i 

2 A» 0 i=o, 

2 'A» 0 £=o, 2 "'A» 0 ;=o, 




2 A* 0 .= o, 

2 'A* 0 £=o, 2 ^A‘ 0 ,= o , 

2 *A‘©£=o, 

Sil 

i’on posait, pour abreger, 

• 

• 

f « 

IB, 

20 , 

20 ^ 



- 2 S 0 ,’ 

“*“ 280 ,’ 

280 / 


a 

2 'A 0 , 

« 2 'A 0 , 

■ 2 'A 0 , 


Pi 

“ S'S'A 0 / 

P*- 2 ' 8 'A 0 / 


(lao) ( 

y> 

2 "A’ 0 , 

2 'A* 0 , 

2 ^A* 0 , 

1 

~ S'^S'A*©/ 

'*“ 2 ‘'S‘'A*@£’ 

n— 2 '’ 8 ''A* 0 i’ 


* 

2 »A» 0 , 

1 2 ®’A» 0 » 

2 »A» 0 , 


Ol 

-■UW¥Wt' 

’■ °*~ 2 *^S"A» 0 £’ ' ' ’ 

o? — S^S'^'A*©/ 


• 
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les formules (ii4) se r^duiraient a 


i 

3{,S0„ 

Ss = ajS©i, 

— OC7S0J, 


PiS'AGi, 

S',= P,S'A0,-, 

Sr', = p,S'A0,-, 

y 5-'/ 

1 

-/. S'-A*©,, 

2r" = y,S‘'A=©,> 

.... S", = y,S''A=0,-, 

jK= 

3, S"A*0;, 

&”= 3j S'^A*©,, 



2r;=37S'A»0,, 


et Ton tirerait des equations (120), jointes aux equations (117), 

/ Sa/= I, 

i SP/=o, S' (3;= I, 

(132) j Syf=o, S'yf = o, S"’yf=i, 

I SSi = o, S'di = o, S''5/ = o, 


Les formules (116), (ii7)f (122) fournissent divers moyens de 
verifier I’exactitude des valeurs de 

A0<, A*©,> A®0,-, . . . ; 3r«, %, 2rJ, . . . ; a/, p,-, yt, St, ... 

deduites de Texperience a I’aide des Equations (ii 3 ), (n 4 )» (120), 
(121). 

Venons maintenant aux applications numeriques des diverses for- 
mules ci-dessus stabiles, et d’abord calculons par logarithmes les 
carres des indices de refraction ou les valeurs de @j pour les rayons 

B, C, D, E, F, G, H 

de Frauenhofer et pour les diverses substances employees par cel 
habile observateur. Ces valeurs seront fournies par le Tableau sui- 
vant. 



Determination des valeiirs de 
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1^57080 1^57573 1478716 1697782 i 85 o 8 o 8 1855436 1940007 2080466 2141432 2149879 2149700 2153796 

25 i 5 i 6 o 25i5i46 2967432 3395564 3701616 3710872 388 ooi 4 4160932 4282864 4299768 4399600 1307692 

49^^ 49 ®^ 7430 55 o 8 1614 0863 79946 0911 2806 €1621 <>460 7621 
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8o68i3 1,80677212,006099 2,23i66ij2,386o49 2,391867 2, 4947'^6|2, 690826 2,776796 2,787832 2,787853 
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En comparant entre elles deux a deux les valeurs de 0/ qui, dans Ic 
Tableau precedent, repondent aux deux series d’ experiences faites 
sur Teau et sur la troisieme espece de flintglass, on obtient les varia- 
tions suivantes : 

Tablead VII. 

Variations de 0/ dans le passage d^une serie d^ experiences a une autre. 



/=1. 

J=:2. 

1 = 3 . 

■ 

■ 

■ 

£= 7 . 

^ « i®serie 

6;. Eau j , , . 

j 2* sene 

1,771387 
r, 771000 

1 ,773457 
1,773449 

1,778429 

>,778429 

1,784497 

1,784492 

1,789757 

1,789677 

1,799068 

1,798981 

1,80681 

1 ,80677 

Variations de 0/... 

0,0001 i 3 

-0,000008 

0,000000 

-0 , 000005 

-0,000080 

-0,000087 

-0,00004 

^ J Flintglass. ( serie. 

( 3 *esp 6 ee. ( a® serie. 

13,645712 

2,645816 

!2,65i854 

2,651912 

2,668865 

2,668869 

2,691884 
2, 691225 

2,711886 

2,711806 

2,751781 

2,751776 

• 

2,78783 

2,78785 

Variations de 0*. . . 

0,000104 

0 , 000058 

0,000004 

-0,000159 

-0,000080 

-0 , ooooo 5 

0,00002 


Ainsi les valeurs de ®/, deduites des experiences de Frauenbofer, 
admettentdes erreurs comparables aux nombres o,oooii3, o,ooof5() 
renfermes dans les quatrieme et septieme lignes horizontales du 
Tableau VII; et, dans I’application desformules (n3), (ii4)» on doit 
continuer le calcul jusqu’k ce que Ton obtienne des differences com- 
parables a ces memes nombres. D’ailleurs, on deduira sans pcino du 
Tableau VI les sommes representees dans les formules (i i4) par S0,, 
S0f et SS0;, les diverses valeurs du rapport 

S0f 

IS0, 

relatives aux diverses substances et les logarithmes de ces valours. 
La determination de ces quantites est I’objet du Tableau suivant qui 
donne, en outre, pour chaquc substance, la moyenne arithm^tiquc 
entre les diverses valeurs de 0,-, c’esl-a-dire la valeur do la quantity 0 
determin6e par I’^quation 

01-t-08-H 0,-^-0^-^0,-|-06-^-07 
7 


0 = fS0/ 











TABLEAU VIII. 
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Diverges conditions, que remplissent, comme on devait s’y attendre, 
les nombres obtenus dans ce Tableau, servent a prouver I’exactitude 
de nos calculs. Ces conditions se trouvent comprises dans les trois 
formules 

G0. 

5S©i=S20/= 198, 142460, 

X 0 = |XS 0 /= =28,30606. 

On ne doit pas s’inquieter de la difference 0,000002 entre le second 
membre i de la deuxieme formule et le nombre 0,999998 plac6 k la 
fin delaligneborizontalequi renferme les valeurs de I’omission 

de la septieme decimale dans cbacune de ces valeurs sufBsant pour 
produire dans leur somme une erreur egale a la difference dont il 
s’agit. En partant du Tableau VIII, on pourra determiner par loga- 
rithmes les valeurs approchees de ©2 que nous avons repre- 

sentees par£r,, ... dans les formules (ii 3 ), (ii 4 ). desquclles on 
tire generalement, en ayant 4 gard a la formule (raS), 

(i2.i) &<= ^20< 

ou, ce qui revient au meme, 

( 125 ) &;=©+ ^( 20 ,— 20 ). 

Or, la difference S©, — S© elant generalement bcaucoup plus petite 
que S©,-, il y aura quelque avantage a remplacer la formule (t 2/|) par 
la formule (laS) et k calculer, au lieu du produit 

(126) 

le produit plus petit 

(127) ^(20<— 20), 

attendu que de ces deux produits lo premier conticndraaussi bien quo 
©/ sept ehiffres significatifs, et le second cinq seuloment, I’approxi- 
mation 4 tant pouss^e jusqu’au chiffre decimal qui exprime des millio- 
niemes. D’ailleurs, dans le produit (126), lo facteur 
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et son logarithme sont immediatement donn6s pour chaque substance 
par le Tableau \1II, et, quant au facteur S0,- — S0, on en determinera 
sans peine les diverses valeurs avec leurs logarithmes, a I’aide de ee 
m^me Tableau, en operant comme il suit. 

Tibleau IX. 

Ditermination des valeurs de 20f— 29, 


VALEURS DE /. 

|•=1. 


i = %. 

1 = 4 . 

i — 5 . 

1 = 6. 

/ = 7 . 

|^H| 

S0t 

20 

20/— 20 

27,876886 j 27 , 926468 
28 , 806066 28 , 806066 

28,060899 

28,806066 

28,285468 

28,806066 

28,891960 

28,806066 

28,692092 

28,806066 

28,958742 

28,306066 

198,142460 

198,142462 

-0, 4^9280 j“0 , 879608 

-0,245167 

—0,070608 

0,080899 

0,886026 

0,652676 

- 0,000002 

L[q:f2e,— 20)].... 
L(se) 

Difference, . . 

6826901 

5793262 

34 

9894496 

120 

8488282 

9889881 

5866098 

68 

8146987 

40 


6826901 

4518795 

579396a 

4518795 

8894621 

4518795 

8488232 

4518795 

9889881 

4018790 

5866166 

4518795 

8146977 

4518795 

I 808 I 06 

1274501 

9875826 

8969487 

4821086 

1847871 

8628182 



S0 

S0; 

20 

I 20 , • 20 / 

7 20 “ 2S0/' 

-o,oi 5 iC 4 

-o,oj 34 n 

-0,008661 

-0,002494 

o,oo 3 o 35 

0, 018688 

0, 023008 

0,000001 


0,986589 

0,991889 

0,997506 

I,oo 3 o 35 

I , 018638 

i, 02 So 58 

7,000001 

0,140691 

0,140941 

0,141620 

0,142001 

0,143291 

o,i 448 o 5 

o,i 46 i 5 i 
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Aux diverses valeurs de 10; — S0 nous avons joint ici celles des 
rapports ^ et = a,-, qui servent a prouver la justesse de nos 

calculs, attendu qu'elles doivent verifier et verifient, en effet, avec 
une exactitude suffisante, les deux conditions 

c , V 2@2 n 

®2e=’ 

Observons d’ailleurs qu’il sufl&rait de multiplier les diverses valeurs 
du rapport prises dans le Tableau IX par les diverses valeurs de 

S0,- prises dans le Tableau YIII pour obtenir les quantit^s S', , Sj, .... 
En determinant ces memes quantiUs k I’aide de la formule (laS), 
on obtiendra les resultats que renferme le Tableau suivant. 

' CtSHPrM i2« 0. p- S- U. t X. 
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Les nombres compris dans la derniere colonne verticale du Ta- 
bleau XI servent a prouver la justesse de nos calculs; car ces nom- 
bres, qui representent les diverses valeurs de 

20;, 2 A0;, 

verifient avec une exactitude suffisante les Equations 

22r, =20„ 2&, =2©„ 22r7 =20„ 

2A0i=o, 2A0s = o, 2A0, = o, 

que Ton deduit immediatement des formulas (ii 4 ) et (ii 3 ). 

Les valeurs de A©,-, que fournit le Tableau XI, etant, abstraction 
faite des signes, bien superieures aux variations de renfermees 
dans les quatrieme et septifeme lignes horizontales du Tableau VII, il 
en resulte qu’on ne peut, sans erreur sensible, r6duire les seconds 
membres des formules (i) et (9) a leurs premiers termes et la for- 
mule (42) a la formule ( 56 ). Au reste, nous avions deja pressenti ce 
resultat, en nous fondant sur cette seulo consideration que, s’il en 
etait autroment, la dispersion se trouverait aneantie. 

En partant du Tableau XI, on d6terminera sans peine, a I’aide des 
formules (120), (121) et (i i 3 ), les diverses valeurs de p,, 

, Stj, . . S' ; A'©< , A' ©2, . . A'©,. Alors S'A©,- d6signera la somme 
des valeurs numeriques de A©,- relatives aux divers rayons, mais seu- 
lement k Tune des substances, a I’eau par excmple, de sojrtc qu’oti 
aura 

(139) A0/ — A0, A0J -+- A@( -4- A04 — A©* — A©j — A©;, 

et E'S'A©; repr6sentera la somme des valeurs numeriques de S'A©;, 
e’est-k-dire evidemment la somme des valeurs de A©,- prises avec lo 
signe — lorsqu’elles se rapportent k Tune des espkees de flintglass, 
et avec le signe -+- dans le cas contraire. Cela pos6, on deduira des 
formules (120), (1 21) et (ii 3 ) les r6sultats compris dans les Tableaux 
suivants. 



Valeurs de S'A0f, X' A@,-, JS' S'A@,- et [3,. 


OGooo'^i-v) £>0 essSS^Kr 

«oco i-ioo 0 . 1 NO 

«rtoovr« cii ojoo oo« 

0000 Cn'-^INC^'OSOQO Oi Oi Oi 


I Cl CO ^ O 00 ( 
I O CO 05 05C0 I 
I r\ w « c< < 

I 00 ci O '-t eo 

t *0 d »o »o CO ' 

I O O O O ^ 

r o o o' o o' 

« M M c? « CO 

>00000 

>00000 

! § § S S S 

>00000 


I io »0 O 05 *0 

I CO 00 to 00 

I CO »0 00 

C» GO O <0 

>000 CO CO 


J CO CO O 

>000 

’ 2 S S 

>000 

5 0 0 0 
3 0 0 0 


OCOV^O 05 C 5 V 0 
CO 0500 M 05 VtcO wCOCO'd'OO 
c50eorNON.«ocoo 
eo'cfosvtoo t>wCOvtoo O O O 
enco ct w c? ct M c5co'«rvr'‘-r 
OOOOOOOOOOC^O 

oo*'o'd'd'crd'crd'ooo 


rt cs»n CNr^rscoco o >tt o 

CO C500 H OSvtCO *HOOCO'*SfOO 
C5OC0tNOH-cO000tHi-rN 

covd-osvtco iNCOvroo o O O 

coPOrt M pq I-I 

O O o o 

od'od'o''oo9o'9oo 


O CO NS- •<»■ 
tN CO « CO 

5 w o M ^ cq 

5 »rs CO VT vt 

- eq « ea cj 

o O^ o^ o^ o^ 

' o' o'* o o o 

O “^T o Xt M 

o ^ cq 

s:^. 05 CO CO 00 

CO ci 00 CO CO 

O H M 

00000 


H 00 

05 cq cq 

M 05 


CO GO 05 
05 05 tN 

rv cs cq 


Cs 40 l>. CO «5 

XT 05 >0 00 eq 

cq o CO cq t> 

w cq cq cq eq 

§ § 1 1 § 

' o" 0 '' o^ o 0 


05C0 40 

CO 40 vr 

000 

05 05 05 

000 

000 


CO tN 1 05 

STf 

CO cq 

0 

>ri >r) 


05 05 

05 

CO 


CO 

0 

Sf 

.1 

>n 1 05 

CO 

05 CO cq 

'f 

CO CO 



05 

00 


05 

0^ 

‘O 

0*' 

0 CO CS 1 

"W 

CO 0 CO 


tN »n M 

0 


CO 0 ‘O 

Vt M 

CO o cq 


Vt CO « 05 

05 ‘O xf CD 

cn H ei oc> 


• vn M r>. 

«o i> 00 

*0 05 CO 
H o O 
000 


'■■r 00 CO « 
»n CO *0 ' 
M O5C0 ‘ 

05 CO xf * 
O M W 

000 


CO CO >•+ 

cn O 05 

O cO M 

JP5 M+ 

CO O 


' § S S 8 S 
**0^ 


•sroiftqij 






* 

2 * 

w CO 


s 

2 

<1 

M'n 

■h 

Cft. 

M 

M 

l-J 





NOUVEAUX EXERCICES DE MATH^MATIQUES. 311 

Comme on devait s’y attendre, les nombres obtenus dans le Ta- 
bleau XII verifient rigoureusement les deux conditions 

S2A@i = 2SA@f, S'X'A0i = 2'S'A0i, 

et, avec une exactitude suffisante, celles que comprennent les for- 
mules 

SA0i = o, 2A0, = o, S'XA0£ = 2S'A0i = o, Sp£=:o, S'(3i = i, 

ce qui prouve la justesse de nos calculs. 



Valein's de et de A*©; eacprimees eit millioniemes. 
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Dans le Tableau XIII, les valeurs de 

3-;, A0/, A*©,- 

sent exprimees en millioniemes. Ainsi, par exemple, de ce que dans 
la premiere colonne verticale les valeurs de 

A01, A*©, 

se trouveut repr^sentees par les quantiles 

i 245 i , 12372, —179, 

on doit en conelure que Ton a pour I’eau (i" s6rie) 

2r' = 0,012451, A 0 i = o,oi 2273, A* 0 i = — 0,000179 
ou, ce qui revient au meme, 

IOOOOOO&', = I2 45i, I 000000 A0t= 12 272, lOOOOOO A*01 = — 179. 

D’ailleurs comme, dans le Tableau, plusieurs des valeurs de A^ 0 /, 
particulierement celles qui sent relatives a I’huile de tercbcnlhino 
ainsi qu’a la premiere et a la quatrifeme espece de flintglass, sont, 
abstraction faite des signes, notablement superieures aux variations 
do @i renfermees dans les quatrifeme et septieme lignes liorizonlalcs 
du Tableau VII, on doit en conelure qu’on ne pout, sans errour sem- 
sible, r6duire le second membre do la formule (i) ou (9) a sos deux 
premiers termes, et la formule (42) a la formule (72). 

Concevons maintenant que Ton d^signe par 

la somme des valeurs de A®®,- relatives aux divers rayons, mais sculc- 
ment a Tune des substances, par exemple k la solution de potassc, que 
nous choisirons ici de preference, attendu que cette substance ost 
celle pour laquellc la plus petite des valeurs nura^riques do A®®; ost 
la plus grande possible, et que g6n6raIoment on doit moins craindre 
de voir un changement de signe produit par les erreurs d’observation 
dans la valeurde A0i, lorsque cette valeur s’^loigne davantage do z6ro. 



TABLEAD XIV. 
Valeurs de S"A'0/, 2'A'0< et 
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On aura 

(i3o) S"A»0£ = — A*©, — A» 0 ,-t-A* 0 ,- 4 .A ®04 4-A*0s-t-A*06 — A*0„ 
et, en designantpar 

X'S^A*©/ 

la sommc des valeurs numeriques de S"A*0j- relatives aux diverses 
substances, on determinera sans peine, k I’aide des formules (ii4) et 
(m 3), les valeurs de 

y,, y« y7, si, si, ••-, s;, A’©., A”©., ..., a»@„ 

lelles que les presentent les deux Tableaux XIV et XV. 

Comme on devait s’y attendre, les nombres compris dans le Ta- 
bleau XIV v^rifient rigoureusement les deux conditions 

S" 2 A* 0f = 5 S*' A*0i, S" 2" AS 0;= 2' S" A* 0;, 

et, avec une exactitude suffisante, celles que comprennent les formules 

SAS0/=o, 2A*0i=o, S'2As0/=2S"A*@f, S0, = o, 8'0/=o, 

ce qui prouve la justesse de nos calculs. 

Dans le Tableau XV, les valeurs de 

2r?, AS0,-, A»0, 

sont exprimees en millioniemes. Ainsi, par cxcmpic, dc ce que, dans 
la dernikre colonne verticalo, les valeurs de 

Si et Si 

sont represent^es par les quantit^s 

— I2I, 63, 

on doit en conclure que Ton a pour I’eau (i’* seric) 

3ri = — 0,000121, Si=0, 000063 

ou, ce qui revient au meme, 

iooooooSi= — J 2 I, iooooooSJ=63. 

Parmi les valeurs de A*0,-, que fournit le Tableau XV, une seule, 
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0,000171, relative au troisifeme rayon et a la premiere espece de 
flintglass, surpasse le nombre 0,000159 qui represente la plus grande 
des valeurs numeriques de ©j- comprises dans la septi^me ligne hori- 
zontale du Tableau VII, et ne la surpasse pas assez notablement pour 
qu’on ne puisse a la rigueur I’attribuer elle-meme aux erreurs d’ob- 
servation. Nous pourrions done nous regarder comme sufiBsamment 
autorise t ne pas pousser plus loin les calculs, et admettre qu’on 
peut, sans erreur sensible, r6duire le second membre de la formula (i) 
ou (9) a ses trois premiers termes, et la formula (42) a la formule (94)- 
Cependant un examen attentif des valeurs de A©;, donnees par le 
Tableau XV, nous conduit a supposcr que dans chacune de ces valeurs 
ilexiste une partie independante des erreurs d’observation, ordinai- 
rementplus grande que ces erreurs, et qu’il est bon de ne pas negliger. 
EfFectivement, si cette supposition est conforme a la verite, la plupart 
des differences 

A»0i, A’08, A*@7 

devront conserver les m6mes signes que leurs valours approchees, 
repr 4 sentees par 

C^w C^w Of'H , 

et, comme ces dernibres quantites, cn vertu des formules (1 14)» con- 
servent toutes les memos signes, ou toutes k la fois changent de signes, 
lorsqu’on passe d’une substance a uno autre, les differences 

A»@„ A»©*, .... A»0, 

devront, sauf quclques exceptions peu nombrcuscs, remplir la memo 
condition. Or, k I’inspection du Tableau XV, on rcconnait sans peine : 
j“ que cette condition est rigoureusement remplie lorsqu’on passe 
(le la 4 * espece de flintglass k la 3 * espfece serie) ou k I’liuile 
do tbn'jbenthino; 2® que, si pour chacune de ces trois substances on 
nomine S"A“©/ la sommo des valours numbriques de A®@/ relatives 
aux divers rayons, et prises en signes contraires, e’est-k-dire, en d’an- 
tres termes, si Ton pose 

( 1 3 0 S" A» 0/ = - A‘ 0 1 + A» 0, + A» @3 - A» 0* - A* 0H- A* ©„ + A» 0„ 
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la condition ci-dessus enoncee sera generalement satisfaite dans le 
passage d’une substance a une autre, sauf de legbres exceptions rela- 
tives a un tres petit nombre de rayons et a des valeurs de A®©; ordi- 
nairement tres rapprochees de zero. Si d’ailleurs on designe par 

la somme des valeurs numeriques de A®@,- relatives aux diverses sub- 
stances, on determinera aisement, a I’aide des formules (120), (121) 
et (i 1 3 ), les valeurs de 

$i, •••. ^ 7 ; Sr”, a", ..., 3r”; A»©„ A»®g, .... A*©„ 

telles que les presentent les Tableaux XVI et XVII. 

Comme on devait s’y attendre, les nombres compris dans le Ta- 
bleau XVI verifient rigoureusement les deux conditions 

S"2 A»0,- = XS-^As©,-, = S^S'^A’©;, 

et, avec une exactitude suffisante, cellos qu’expriment les formules 

8 A> 0 , = o, XA*©, = o, S'' 2 A»©i = SS''A»©„ 

Sd« = o, S'Si — o, S%=zo, S"di=i, 


ce qui prouvc la justesse de nos calculs. 



Vctleurs de eL do A* ejsprimees en million iemes . 
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Dans le Tableau XVII, les valeurs de 

Sr”, A*0i, A*@f 

sont exprim^es en millionifemes. Ainsi, par exemple, de ce que, dans 
la onzieme colonne verticale, la valeur de A'’©., se trouve represen tee 
par — 79; on doit conclure que Ton a pour la troisieme espece do 
flintglass (2® serie) 

04 = — ' 0,000079. 

D’apres le Tableau XVII, la plus grande des valeurs num6riques de 
representee par le nombre 

0,000079, 

n’atteinl meme pas la moitie du nombre 

0,000169, 

qui represente la plus grande des valeurs num6riques des variations 
de ©/ comprises dans la 7® ligne horizontalc du Tableau VII. Done les 
diverses valeurs de 

A‘©i 

sont comparables aux erreurs d’observation, d’oii il resultc quo, dans 
I’application de nos formules aux experiences de Frauenhofer, on 
pout, sans erreur sensible, r6duire le second membro do I’dqua- 
(ion (r) ou (9) h. ses quatre premiers termes, et la formula (42) a la 
formule (io6). II y a plus, d’apr6s co qui a etc dit ci-dessus (page 294) : 
les valeurs de A*®,- immedialement dMuites do rcxpericnce mcrito- 
ront une confiance moindre que los valeurs de A*©/ tiroes des equa- 
tions (109) et representees par 

ar=A»@,-A*0f, 

ou, en d’autres termes, cellos quo Ton tiro des formules (rii) en y 
remplagant g6n6ralement A*®,- par zero. Done aussi les valours de ©,- 
d^duites de I’exp^rience et fournies dans le Tableau VI m6ritoront 
raoins de confiance que les valeurs corrigtjos do ©/ qu’on tirerait des 
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equations (ii3) en y remplagant generalement A^@,- par zero. D’ail- 
leurs, comme, en vertu des formules (i i3), on aura 

(132) = + a*©,-, 

les valeurs corrigees de ou celles qu’on obtiendra en rempla^ant, 
dans le second membre de I’equation (ida), A^@/par z4ro, seront evi- 
demment les diverses valeurs du polynome 

(133) + 

Cela pose, on tirera sans peine des Tableaux XI, XIII, XV etXVII le 
Tableau suivant, qui offre, non seulement les valeurs de ©,■ immedia- 
tement deduites de I’experience, mais aussi les valeurs corrigees de 
0f ou, en d’autres termes, les valeurs de 

©.— A*®,, 

ot montre comment ces dernieres valeurs se Irouvent formees par I’ad- 
dition des quantiles 


Of Off 0(fl Ofiff 

i * 



XABtKiH XVIU 
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967862 a,i73955ja,33473ok,339637j2,43o7i6|2,587255 2, 6588o8 2,668865 2, 66886g 2,673344 
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CN CO vr I 
H Cn cn ifj 

c« v) CO I 


05 CO rN c« 
0 05 - M 
o - W I 



,8o68i3ji,8o6772ja,oo6o9g a, a3i66i la, 386049 2, 391867 2, 49472612, 690825 2, 775796^, 78783a 2,787853 a, 79a449p8, 95874a 
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Dans le Tableau XVIII, ainsi qu’on devait s’y attendre, les valeurs 
numeriques des quatre quantites 

(-34) Sr'i, 

forment gen6ralement une suite decroissante. Les seules substances 
pour lesquelles cette condition ne soit pas toujours remplie sont 
Thuile de tereben thine, la premiere espfece de ^intglass et la troi- 
sieme espeee de flintglass (i'® serie). Encore, pour les substances 
dont il s’agit, les exceptions sont-elles seulement relatives b la valeur 
numerique de qui devient sup^rieure, pour certains rayons, a la 
valeur num6rique &"•. 

Des calculs ci-dessus developp^s nous avons deduit cette conclu- 
sion importante que les differences du quatrifeme ordre, representees 
par et determinees par le moyen des formules (ii3) jointes aux 
formulas ( 121 ), etaient, pour les diverses substances, des quantites 
comparables aux erreurs d’observation. Cette conclusion se trouve 
confirmee par la determination des valeurs qu’on obtient pour A'' 0/ 
lorsque I’air est substitue au milieu refringent. Alors, en effet, chaquc 
rayon cessanl d’etre r6fracte, on a g6neralement 

©;=I, 

et par suite les valeurs de A^0i-, deduitcs des formules (ii3), ( 121 ), 
sont celles que presente lo Tableau suivant. 



rABLEAU XIX. 



3660372 0489333 3808748 o 83 i 474 1677779 4396948 0778611 

• • 658oii4 658oii4 65Soii4 658oii4 658oii4 6680114 6680114 

I,(zp3r7 ) , . . . 0240486 7069447 0388862 7411688 8-167893 0977062 7368'’i25 

—0,000106 o, 000061 0,000109—0,000066 -0,000067 o,ooooi3 0,000064 

—0,000181 0,000011 o , oooj 56 0,000014 -o,oooo 5 g —0,000 log 0,000171 
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Comme on clevait s’y attendre, les nombres compris dans le Ta- 
bleau XIX verifient, avec une exactitude suffisante, les conditions 
exprimees par les formules 

SA0j=o, SA*©f=o, SA®0i=o, SA*0/=o. 

D’ailleurs, dans ce Tableau comme dans les precedents, les valeurs de 

S'A0,, S»A0,, S"A0f 


sont respectivement 

S' A0f = A01 -H A0t -+• A03 + A03 — A05 — A08 — A07, 

S" A* 0, - - A* 0, - A* 08 + A* 0 j + A* 0, + A* 03 4 - A* 0^ - A» 0„ 

S" A* 0/ = - A» 0, + A» 0s + A® 03 - A» 04 - A’ 0* 4- A® 00 H- A» 0, . 

Dans le meme Tableau, la plus grande des valeurs numeriques do 
A’@f, repr^sentee par le nombre 0,000122, est inf^rieuro au nombro 
0,000159 qui represente la plus grande des valeurs numeriques cles 
variations de &i comprises dans la 7® ligne horizontalc du Tableau Vll, 
et par consequent elle reste comparable aux erreurs d’obscrvation. 

II est bon d’observer que les valeurs de 

0f-A*0. 

fournies par le Tableau XVIII, e’est-a-dire, cn d’autres termes, les 
valeurs de 0,- calcul^es pour les substances auxquelles sc rapportent 
les experiences de frauenhofer, et corrigees d’aprbs les principes ci- 
dessus exposes, represententles diverses valeurs d’une mfime fonction 
lin^airc des seules quantites 

80,, S'@„ S'©,, S*'©,, 

que d^sormais nous d^signerons, pour abr6gcr, par 


U, D', U^ U*'. 
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Effectivement, si Ton pose 

iu'=S'0/= 0l4-0s-t-0»-t-@4— © 5 — 08— 

(i35) < 

1 U''=S"0/ = —0,— 08 + 03 + 04 + 05 + 08 — 0„ 

1 S^0/^ — 01+ 08+ 03 — 04'™' 05 + 06+ 01} 

on tirera successivement des formules (i i3) et ( 121 ) 

Sr,= Ua;, 

A01— 0f — Sff — 0i — U <X-i, 

S' A0; = S' ( 01- - U «}•) = S' 0} - US'«f = U'- US' ; 

puis 

2r; = (U'-US'«,-)Pi-, 

AS0,=: A01— &; = 0i- Ua<- (U'- US'«i)p,, 

S" A*0,-= S"t0.- Uai- (U'- US'aOPi] = &"&i- US' a,- (U'- US'a,)S'13, 
= U'-US"«,-(U'- US'a^S'p,; 

puis encore 

SrJ = [U"- US'ct/- (U'- US'«,)S'(3,]y/, 

A»0/=A»0,-SJ 

= 0,_U«;-(U'-US'«i)Pi-[U'-U8'«,-(U'- US'«,)S'pi]7,. 
S"A»0,= S*’0i-US"a;- (U'- US'af)S*'(3, 

- [U'- US"a/- (U'- US'a,)S''PdS"y, 

=r U"- U8"ai~ (U'- US'«()S*'(3; 

- [U' - US'a^- (U'- US'a,) 8'^,] S'y, ; 

et cntin 

&;'= j U"- US"a,- (U'- U8'«i)S'Pi 

- [U'- US'ctf- (U'- US'ai)S''|3/]S^yij 

Or, en substituant les valeurs pr6c6dentes do 


Sr,, Sri, &% Sr,* 
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dans le premier membre de I’equation (i33), on tirera de cette ^ na- 
tion 

/ 0 ,— (U'-US'«,)p*-l- [U'-US^a;- (U'-US'a,)S''| 3 ;]y/ 
( 1 36 ) + j U" — US-^ «, - ( U'- US' j 3 / 

I _ [U"- US'*/- (U'- US' a,) S'( 3 i] S'^y, } o,-. 

Telle est la formule qui sert a determiner la valeur corrigee de 0;, on, 
ce qui revient aum^me, la valeur de©;^ A*©,-, en fonction lineairede 

U, U', U", U". 

D’ailleurs on reconnaitra sans peine que, si le second membre de la 
formule («36) est substitue a la place de ©j — A'*©,- dans les quatre 
quantites 

S( 0 ,-A*©i), S'( 0 ,— Ai 0 i), S^( 0 .— A^ 0 f), S'( 0 /-A* 0 ,), 

ces quatre quantites, r^duites a leur expression la plus simple a I’aidc 
des equations (taa), deviendront, comme on dcvait s’y attendrc, 

U=:S 0 ;, U'=S' 0 ,, U'=S" 0 „ U*'=S'" 0 /. 

Dans la formule (i36), les valeurs de 

U, U', U", U*- 

varient tandis quo Ton passe d’une substance k unc autre; mats les 
valeurs de 

8 '«,, S^a,, S'«„ S^p„ S-'P,, S*'y„ 

aussi bien que celles de a,-, (3,-, y,-, O/, sent indepondantes de. la sub- 
stance que Ton considbro et d6termin6cs par les 6quations 

' S'a; = «i-t- «* -I- «j 4- a^— ots — «,— a,, 

8 "af =— «!— aj-h ixt+ ai-H Ks-t- «»-■ IX^, 

S®' = — «i 4- «j -t- «j — a* — «j 4- «e 4- «7, 

1 — — Ps4- |3j-l- (3^4- Pi4-P» — ^7, 

I Pi 4- Pj-H P» — Pi — P»4-Pi-I- Pi, 

1 S'ytss— y, 4-y»4-y, — yt — y, 4-y,4-y,. 
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D’autre part, les valeurs de 

«<•» Pf. ■//, Of 

tirees des Tableaux IX, XII, XIV et XVI sent les suivantes. 


Tableau XX. 
Valeurs de cit, |3/, yt, 5/. 


L 

1 . 

0. 

3 , 

4. 

5 . 

6. 

7. 

SOMME 

des 

valeurs 

iiumeri- 

qiies. 

a/ . . . 

0,140691 

0,1409.41 

0,141620 

0,142601 

0,143291 

o,i 448 o 5 

0, 146161 

I ,000000 

■ 

0, 183469 

0,164869 

0,112014 

0,089643 

-0,029104 

-0,169559 

-o, 3 oi 34 i 

0,999999 


-0,21484 

-o,o 838 o 

-0, 11106 

0,18789 

0,18087 




8/ ... 

- 0 , 2*3229 

-0,11193 

0,24087 

-0,12110 

1 

-0,14716 

0,02762 

0,11963 

1,000000 


Cela pos6, on trouvera 

I S'af= 0,565753—0,434247= o,t 3 i 5 o 6 , 

S''«f= 0,572217 — 0,427783= o,i 44434 > 

S*'«,= 0,573517—0,426483= o,i 47 o 34 , 

S* pf = — 0 , 547001 4 - 0 ,452998 =—0,094003, 

S*'§f=— 0,694012 +0,305987 =—o, 388025, 

S"'7f = — 0,65846 +o,34i54 = — 0,31692. 

Aux valours corrigecs do 0,-, fournies par le Tableau XIX, ou, ce qui 
rovient au infime, par la formulo (i36) et repr^sent^es par 

6f — A*0f, 

f 

correspondront des valours corrig^es do 0,-, quo nous represcnlcrons 
par 










33'* NOUVEAUX EXERGICES I)E MATHfiMATIQUES. 

et qui seront deternainees, non plus par la forinule (4o)» niais par 

I’equation 

(iSg) ei-A*0,= (e.— 


de laquelle on tire 

, , A*©/ fA*0A* 

(.40) e,— A‘s,-= v/®.- - A* ®i = v^e?- A^e/= 

par consequent 

(i 4 i) 




35i ^ 86? 


Lorsque, a I’aide de la formule (i 4 o), on veut calculer la valeur de A* 0 ,- 
avec six decimales, on peut sans inconvenient reduire cette formule a 

A 4 iSk 

(142) A*6 ,-= — ^ ou A*6;=:^67‘A^®/. 

2 V/ 


En effet, comme, des valours numeriques de A* 0 ; fournics par 1 (^ 
Tableau XVII, la plus grande, savoir 0,000079, reslc inferieuro an 
nombre 0,0001 et donne on consequence pour valeur de 

(A‘©f)», 

a plus forte raison pour valours de 

(A*0,)» (A*0,)» 

r~ Top 

(0,- etant plus grand que I’unite), des nombres inf6riours a 

0,00000001, 

I’erreup produite dans le second raembre do la formule (i40 p«»‘’ 
remission du lermo 

(A*0,)» 

86 ? 


ne s’6lbvera pas k un cent-millionifeme. II y a plus : on pout on dire 
autknt de I’erreur produite par remission du termo dont il s’agit et do 
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tous ceux qui le suivent, car on tire de I’equalion (i4o) 


A*e.-= 9 t- s/ef - A‘ 0 ,-= 9 i (^i - 
ou, ce qui rovient au m^me, 



(< 43 ) 


A»5,= 


A*e/ 

2 0i 





Or, pour lirer Ja formule ( 142 ) de la formule (t 43), il suffira d’ometlre 
dans celte dernifere Ic lerme 


A^6/ ^ 2 

1 / A*e 

evidemment inferieur au produit 

A*0/ f 2 ^ 

2 ^1 — A^0/ 

ot, a plus forte raison, au produit 



0,000 




+ V'l — 0,0001 


■) 


0,0001 ( 

2 

. 0,0001 o,oooo 5 

“ \ 

1,99995 

7 " 2 1,99995 


0,00000000;; 


3.9999 


<0,00000001. 


Si maintenant on subslituc dans la formule ( 142 ) los valeurs de 0, et 
de A'‘0i quo fournisscnt Ics Tableaux III et XVII, alors, on effectuant 
Ic calcul par logarithmes, on obtiendra les valeurs do 


et de 




A*0/ 


que renfermo le Tableau suivant. 



nspdre. 



3oio 

1888 
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L’ exactitude des valeurs de A*©,- comprises dans le Tableau XXI se 
trouve confirmee par les observations suivantes. 

Les formules (i 17) donnent 

S A*@i= A^0i-i- A* 02 H- A^@s 4- A*0*+ A*©g-i- A*06 -i- A*©,= o, 

S'A*0,= A»0,H-A*©s-(-A*0,+ A*@*-A*0 *-A*0,-A‘0 ,=o, 

S‘'A*0/=— A^0i— A*©j+ A*0 jH- A* 0*+ A*0s+ A*08— A*0,= o, 
S®' A* 0i = — A* ©1 -h A* 0, -t- A* ©8 — A* @ 4 — A» ©5 + A» ©6 + A* 0, = o. 



D’autre part, si Ton nomme ? la moyenne arithmetique entre les 


valeurs extremes de c’est-a-dire entre ^ et de sorte qu’on ait 


0 . e. 


•(i45) 



la dilFerence entre ^ et ? ne surpassera jamais 


01 



par suite, la difference entre A*0/= ^A*©,- et le produit 5?A*@,- ne 
surpassera jamais la quantite 


Or la difference entre les valeurs de i- et calcuiees k I’aide du 
Tableau III, dans lequel on trouve leurs logaritbmes, sera 


Pour Toau ^ 

o, 75 i 3 

— 0,7440 = 0,0073 

Pour la solution de potasse 

0,7145 • 

— 0,7060 = o,oo 85 

Pour riiuile do tdr^benthine 

0,6800- 

— 0,6694 = o,oxo6 

Pour lo crownglass, i''* esp6ce — 

o, 656 o ■ 

— 0,6474 s= 0,0086 

» a® esp^ce .... 

0, 6554 ' 

—0,6466=0,0088 

» 3* espkee 

o, 643 a ' 

— o, 633 i s= 0,0101 

Pour le llintglass, i” esp6oo. 

o,6a4a 

— 0,6096 =: 0,0X46 

» a* esp^ce 

0 , 6 x 59 

— 0,600a « 0,0x57 

« 3* espbee 

0,6x48 

— 0,5989 = 0,0x59 

» 4* espkee 

0,6143 

-0,5984 — 0,0159, 


asmrat de C. 8. 11, t. X. 43 
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Done le quart de cette difference sera, pour toutes les substances em- 
ployees par Frauenhofer, inferieure a 


^ plus forte raison a o,oi; et, corame, dans le Tableau XVII, la plus 
grande des valeurs numeriqucs de A^©,- est representee par le nombro 
0 , 000079 , il est clair que le produit ( 146 ), c’est-k-dire la difference 
cntre A*@, ct le produit 

restera inf6rieure a un millionieme. Done les valeurs de A''0f el cellos 
du produit 5 <;A^@/, exprimees on millionifemes, seront representees 
par les m^mes nombres, de sorte que, en s’arrelant a la 6® dociniale, 
on aura 

(147) A» 5 , = isA‘©<. 

Cela pose, des formules (i44) multipliecs par on tirera 

S A* « A^ “t“ A^ dj A* 03 "4- A* 04 -4- A* 0b H- A* 0® H- A* 07 * o, 
S'A*0f= A‘0 j-4-A»0s-4- A‘03-I-A*04-A*0b-A*0b- A» 0,' ;. o, 

S" A‘ 0f = - A* 0, - A‘ 08 -t- A‘ 0, A* 0* A‘ Ob -h A‘ 0, - A* 0, : ~ 0 , 

S" A* 0y = - A‘ 0, 4- A‘ 0j -H A* 03 - A* 04 - A* 0B -4- A‘ 0 , -i- A» 0, - . o. 

Or, si Ton combine succcssivcment la premiere des 6quations (i4f^) 
avec la seconde, puis avec la troisieme, on en conclura 

A* 0, 4 - A* 0, - 4 - A* 03 H- A* 04 = 0 , A» Ob - 4 - A* Ob -h A* 07 . o, 

puis , 

A* 0, 4- A‘ 04 -4 A‘ 0, 4- A* 0, = o. A* 0, 4 A* 0 , 4 A* 

Ct, par cons^uent, 

( 149 ) A* 0 , 4 A» 0 ,=-(A* 03 +A* 04 )=rA* 0 . 4 A‘ 0 ,t=:-A‘ 07 . ' 

Done les quatre quantiles 

<i5o) ■ A* 0 , 4 A* 04 , A‘0,4A*0„ A ‘07 




doivent Mre egales, au signe pres, et alternativement affectees de signes contraircs. Pareillement, de la 
premiere des equations (i48) eombin.ee avec les deux dernieres, on conclura que les quatre quantites 

(i5i) A* 01, A*0 i4-A‘07, A*0,-(-A*0„ A*0*+A*0, 

doivent fetre Egales, au signe pres, et alternativement affectees de signes contraires. Ces conditions se 
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Les r^sultats fournis par le Tableau XXI peuvent encore etre invo- 
ques a I’appui des conclusions prec^demment 6noncees, suivant les- 
quelles les valeurs de A* 0 ,-, et par suite celles de doivent etre 
comparables aux erreurs d’ observation. Effectivement, lorsqu’on passe 
de Tune a I’autre des deux series d’experiences faites sur I’eau et la 
troisieme esptee de flintglass, les valeurs de 6,- pr^sentent les varia- 
tions ci-dessous : 

Tableau XXIII. 

VariaUons de flj dans k passage d’une serie d'experiences d ane autre. 




t = 2. 

7 = 3 . 

1 = 4 . 

7 = 5 . 

( = 6. 

7 = 7 . 

n T7,., 1 i‘*86rio 

0<. 

Variation de 0/. . . 

I ,330965 
I, 330977 

1,331712 

1,331709 

1,333577 

1,333577 

1 , 335851 
. 1,335849 

1,337818 

1,337788 

1,341293 

1,341261 

1,344177 

1,344162 

0,000042 

-o,ooooo 3 

0,000000 

-0,000002 

-o,oooo3o 

-0,000082 

-0,0000 I 5 

Variation de 0,'... 

1,626564 

1,626596 

1,628451 

1,628469 

1. 633666 

1.633667 

I ,640544 
1,640495 

1,646780 

1,646766 

1,658849 

1,658848 

I ,669680 
1,669686 

0, 000032 j 

0,000018 

0,000001 

-0,000049 

-0,000024 

-0,000001 

0,000000 


Ainsi les valeurs dc 0 ,- fournies par les experiences de Fraucnliofer 
admettent des erreurs comparables aux nombres 

0,000042, 0,000049, 

renfermes dans les 4 * et f lignes horizontales du Tableau XXIII. Or 
ces nombres surpassent evidemment les nombres 

0,000020 el 0,000024, 

qui, dans les Tableaux XXI et XXII, representent les plus grandcs va- 
leurs numeriques de A^O,. 

Comme on I’a dejk remarque, les valeurs de 0 ; deduites dc Tobscr- 
vation meritent moins de conBance que les valeurs corrigeos dc 0/, 
repr6sentees par 0,--A*0,-. Pareillemcnt les valours de 0 / fournies 
par I’observation doivent m6riter moins dc confianee que los valours 
corrigees de 0/, repr6sent^es par 9 f ~ A^G; et inscrites dans lo Tableau 
suivant. 











CROWNai.ASS. I FLINTGLASa 
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0g — 1, 34Ta93|i,34i265|i, 412567 i ,4881961 1 ,53g8g6| i ,54iC8i 1,573531 1,^630780 i ,6553g3[i,65885i|i ,658844| 1,660292 

8, 1,344177 1,344162 T,4i6368 1,493874 1,544684 i, 546566 1,579470 1,640378 1,666072 1,669680 1,669686 1,671062 

—12 3 — 8 7 — J 10 — ^ *2 — 7 —3 —16 M 

07 — A407... 1,344189 1,344159 1,416376 1,498867 1,544685 1,546556 i ,.579471 i,64o36i 1,666079 1,669688 1,669702 1,671048 
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Les valeurs de et de 0 ,-— A^ 0 / que renferme le Tableau XXIV 
peuvent etre directement deduites de I’equation (r42) ou (147) jointe 
a la formule (i 36 ). D’ailleurs, si Ton substitue aux valeurs de 

©1, ©s, ©„ ©4, ©„ ©6, ®7, 

que fournissent Tune des series d’ experiences faites sur I’eau ou la 
Iroisieme espece de flintglass, les moyennes arithmetiques entrc les 
valeurs deduites de la premiere et de la seconde serie, les for- 
mules(i 35 ), (i 36 ) et mfeme la formule (147) fourniront pour chacune 
des quantites 

U, U', U", U", A»©f et A‘0„ 

non Tune des deux valeurs correspondantes aux deux series d'expe- 
riences, mais une troisieme valour qui sera la moyenno aritlimetique 
entre les deux premieres. II y a plus : le calcul n’elant point pousse 
au delk des millioniemes, I’equation (4o), presentee sous la forme 

(iSa) Qt=\l^h 

donnera, dans la meme liypoth^se, pour chacune des quantites 

01, 0*, 03, 04, 05, 06, 07, 

une valeur egalc a la moyenne aritlimetique entre les valeurs fourni(^s 

par les deux series d’experiences faites sur I’cau ou la troisieme ospee-e 

de flintglass. C’est du moins cc que Ton prouvera sans peine, on ayanl 

egard a TextrSme petitesse des variations quo subil 0,- dans le passage 

de la premi6re serie d’experiences h la seconde. 

Dece qu’on vient de dire il r^sulte quo, pour chacune des quantites 

■ 

$i, A‘0i ct 0i—k'‘6t, 

les deux valeurs relatives h I’oau ou k la troisieme espece de flint- 
glass, et inscriles dans deux colonnes verticalcs du Tableau XXIV, 
peuvent 6tre remplacees par une troisikmc valeur, qui sera la moyenne 
arithm6tique entre les deux premikros, et mkritera dvidemmont plus 
de confiance. En operant de cette raanikre, on r^duira le Tableau XXIV 
a celui que nous aliens tracer. 
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§ VII. — Suite des appUe(&hm numiriques. 

La Taleur corrigee de ©/, qui dans le paragraphe VI se trouve repre- 
sentee par 

0;— A*0i 

et determinee en fonction de U, U', U", U" par la formule (i36), no 
yerifie qu’approximativement la condition de se reduire k I’unit^, 
quand on remplace Tun des milieux refrin gents par I’air {voir le Ta- 
bleau XrX), ce qui revient a supposer 

U = 7 , U'=i, U"=r, U"=i. 

Mais on .pourrait modifier nos formules de manifere que cette mSme 
condition se trouvat rigoureusement remplie. Pour y parvenir, il suf- 
fira de consid6rer la quantite©, que determine, dans le paragraphe VI, 
I’equation (laS), comme representant la premibre valeur approchec 
de chacune des quantites 

01 , 0s, 0s, 0*, 0s, ®s, 01 , 

et de substituer en consequence aux equations (ii 3), (ii4) les for- 
mules suivantos 


1 01 — 0H-A01, 0j=0 4'A0t, 05“0+A07, 

A01 =9r'j-i-A*0„ A0, =:3f', + A*0 A®, =&'+A’0j, 

A*0,=&I-hA» 0„ A»0,=2rJ + A»0 A»0,= &!; + A»0„ 

A»0,=2r”4.A*0„ A‘0,=2r;'+A*0„ A* 0 , = 3 ^-|-A*®„ 


0_^g0^_ 9i+0s + 0s-t-0<-h0s+0sH.-0i 

—It— ^ , 

I ft' 2 *A 01 C'AQ ft/ 2 ^A 0 J c/AQ 

2''A‘0, g 9»-Z^«Ss« 

2>A«0i 




• • •) 
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dans lesquelles on designe par 

S0,-, S' A©,-, S^A*©,, S'^A^©,, ... 
les sommes des valours de 

©,, A0J, A‘@;, A>0„ ... 

relatives aux divers rayons, mais prises tantot avec le signe +, tantot 
avec le signe — , de manifere que les valeurs numeriqucs de ces sommes 
se reduisent, du moins pour certaines substances, aux sommes des 
valeurs numeriques, et par 

X'S'A©,, X'S-'A^Qi, X'"S"'A>0,-, ... 

les sommes des valeurs numeriques de 

S' A©/, S^A^e^, S"A»0f, ... 

relatives aux diverses substances. EfiFectivomenl, si Ton remplace le 
milieu r6fringent par I’air, ce qui revient k poser generalement 

@, = i, 

on tirora des formules (i) ot ( 2 ) : 


I" ©=:i et, par suite, 

A0/ = 0 , 

quel que suit i, 

done aussi S' A0/ = 0 ; 



■j" 2rJ=o et, par suite, 

A®0/ = 0 , 

quel que soit i. 

done aussi S"A“@/= 0 ; 



3" 2r<= 0 , et, par suite. 

A®0/ = o, 

quel que soit i, 

done aussi S'"A*@, = 0 ; 



4“ 2r"= 0, et, par suite. 

A*0/:=:::O, 

quel que soit i. 


etc. Done, en definitive, les formules (i) et ( 2 ) donneront, quand on 
substituera I’air au milieu refringent, 

A0/=O, A*©,= 0, A’©<-=:0, A*@,.=:o, 

du C\ — S. U, t. X. 
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et, par cons^uent, 

©, — l&i— 0/— A*0, = 0f- A»0, = 0,— A»0i— . . .= I. 

D’ailleurs les formules (i) different dcs formules (ii3) du para- 
graphs VI en un seui point, savoir, que les valeurs de A©,- s’y trouvent 
determinecs, non plus par des ^nations de la forme 

0,-— 2r,H- A0,- ou A0, = 0,- — ST/, 
mais par des equations de la forme 

0/ = 0 + A0/ ou A0/ = 0/ — 0. 

Du reste, les nouvelles valours de A©,-, comme les premieres, s’eva- 
nouiraient si I’on pouvait r^duire la formule (42) du paragraphs VI 
a la formule (56) du mfime paragraphs, puisqu’on aurait alors 

0,=z 0j=; 05=04— 05=0,,.-. 0,= 0. 

Done les nouvelles valeurs de A©,-, comme les premieres, seront des 
quantit^s du mSme ordre quo bj. Elies satisferont aussi, comme elles, 
a r^quation 

K, A0, + Ks A0J 4- K„ A0,, o, 

que Ton deduira immediatement des equations ( 4i) et (42) du para- 
graphe VI, jointes aux formules 

0, = 0 + A0,, 0j = 0-i-A0j, 0„=0-+-A0«; 

et e’est kl’aide des m^mes regies que, dans les formules (nil), i? VI, 
et (i), § VII, on deduira suoccssivemont I(vs valours do A*©,-, A*©,-, 
A’©,-, ... dos valours deja calculees de A©,-. Enfin les fonnuhis (i) 
et(2), aussi bien quclos formules (ii3) et(ri4) du partigraphe VI, 
entraineront les conditions (nC), (117), (n8), (119) du para- 
grapheVI, 51 rcxccption de la premiere dcs conditions (nO) et de 
celles des conditions (n8), (119) qui renfermont le signs S. Cela 
pos^, en raisonnant toujours do la mSme mani6re, on prouvera que 
les formules (t), comme les formules (i i3), § VI, fournissent : i" des 
valeurs de 


A0/, A»0/, A»0,, A*0,, 
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respectivemcnt comparables aux coefficients 

bg, bg, bj, bj, • • • > 

par consequent des valeurs de comparables aux erreurs d’obser- 
vation, puisqu’on a vu qu’on peutsans erreur sensible supposerh5=o; 
2“ des valeurs de 

&l— A»©;, 


ou valeurs corrig^es de 0,-, qui pourront etre substituees aux valeurs 
de 0; directemenl tirees des experiences, et meriteront meme plus de 
confiance que ces derniferes. 

Si Ton fait, pour abreger. 


( 3 ) 



X'A0, 

;ii'S'A@/’ 

^"A*0, 

2''S‘'A=@7 

V»^S 0 , 

ys"A»@,’ 




2 'A 0 , 

5 'S'A 0 / 


2»As@i 

Hi— 2"S‘'A®0,-’ 


2»A'0g 

Os - 2 »s'A» 0 /’ 






• ••> 




■ • • > 




2 'S'A 0 ,’ 


_ S'A*©, 

Ht - 2//s'/a*0,-’ 


- S»S"A“©/ 


les formules (a) donneront 


; Sr',= | 3 ,S'A 0 „ 

1 2 rt= 3 .S*A» 0 ,, 


2 r; = P,S'A@„ 
aj^yjS^A*©,, 
3 ,S"A»©,, 


Sr''= yiS'^A*©,, 
3,S"'A»©/, 


et Ton tirera des equations ( 3 ) jointes aux 6quations (l 17), §V 1 , 


S(3,= o, 8' (3,= I, 

Sy/^o, S'y/=:o, S''yj = i, 

S3, = o, S'3,=:o, S"3,= o, S"3t=i, 


Si maintenant on applique aux experiences de Frauenhofer les for- 
mules (i), (3) et (4), alors, en partant des valeurs de 0 donn6es par 
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le Tableau VUI du paragraphe VI, on reconnaitra que les sommes de- 
signees par 

S'0.-, S"0/, S"©/ 


peuvent rester compos^es comme I’indiquent les ^nations (49) dii 
meme paragraphe; et, en posant en consequence 


( 6 ) 


/ S'0,= 0,-h 05+0,4-04- 05- ©G- 07, 

j 8"©,= — 0,— 0J+03+04+05+06— 0„ 

] S'^0/=—0i+@i+0, — 04—05+06+07, 


on obtiendra successivement les valeurs de 

A0„ SJ, A*©,-, yt, % A*©,-, 3„ 5';, A‘0, 

que fournissenl les Tableaux suivants. 

Les nombres compris dans la dernifero colonno verticale du Ta- 
bleau I servent a prouver la justesse de nos calculs; car cos nombres, 
qui represcntent les diverses valeurs des trois sommes 

:£'0, 2'0„ X'A©;, 

dont chacune sc compose uniquomont do (ormes posilifs, vAritiemt les 
formules 

2'©,= :£'0+X'A0„ 2 ' 05 ~x '0 + X'A 05 ii'©,”-. i:'0 + X'A0„ 

quo Ton doduit immediatcmcnl des premieres des equations ( 



Tableau 1. 

Valeurs de A0/. 
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D apres le Tableau qui precede, la plus grande des valeurs numeriques 
de A^ 0 /, representee par le nombre 

0,000 I o3, 

est de beaucoup inferieure au nombre 

0,000109 

qui represente la plus grande des valeurs numeriques des variations 
de 0 / comprises dans la 7 ® ligne horizontale du Tableau Til du § YI, 
d’oii il resulte encore que, dans I’application de nos formules aux 
experiences de Frauenhofer, on pent, sans erreur sensible, reduire 
le second membre de I’equation (i) ou ( 9 ) (§ VI) a ses quatre pre- 
miers termes. 11 y a plus : en raisonnant comme dans le §VI, on prou- 
vera que les valeurs de 0 / deduites de I’experience meritent moins 
de confiance que les valeurs corrigees de 0 ,- qu’on tirerait des equa- 
tions (i) en y remplagant gen^ralement A^0,- par zero. D’ailleurs, 
comme en vertu des formules (i) on aura 

-) 0£=z0-i-Sr;4-S|’-i-3rf+ A*0i, 

les valeurs corrigees de 0 ;, ou celles qu’on obtiendra en rempla^ant, 
dans le second membre de I’equation ( 7 ), A 0 f par zero, seront evi- 
demment les diverses valeurs du polynome 

(8) 0 + Sri" =:0,— A»0£. 

Cela pose, on tirera sans peine des Tableaux I, III, V et VII le Tableau 
suivant qui ofTre, non seulement les valeurs de 0 / imm^diatement 
deduites de I’experience, mais aussi les valeurs corrigees de ©,• ou, en 
d’autres termes, les valeurs de 

0i— A*0,-, 

et montre comment ces derniferes valeurs se trouvent formees par I’ad- 
dition des quantites ^ 

^19 ^i9 • 
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958961 p, i6a36oj;2.,3a3527 2, 328i64p, 4173^^2 ja , 566538 2, 63598 1 a 1645712 2, 6458 i 6 2,649568127 ,876886 


978320 2,189883 2,348779 2,353887 2,446260 2,6 i 535 i 2,690721 2,70 i 33 i 2,701822 2,705826 

—16612 — 24400 — 22014 — 22403 — 27218 — 43450 — 46938 — 49790 — 49774 — 60062 

— 283 — 33 — 2 o 3 — 199 — 106 237 335 829 364 173 

24 — 66 7 3 — i 5 62 10 — 27 — 19 — 26 
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Dans le Tableau VIII, ainsi qu’on devaits’y attendre, les valeurs nutne- 
riques des quatre quantites 

(9) 0, 

ferment generalement une suite decroissante. La seule substance pour 
laquelle cette condition ne soit pas toujours remplie est Thuile de 
terebeijthine. Encore, pour cette substance, les exceptions sont-elles 
seulement relatives a la valeur numerique de %, qui devient supe- 
rieure, quand il s’agit des rayons B, C, D, F, a la valeur numerique 
de %. 

Les valeurs de 

©£— A*@; 

fourniespar le Tableau VIII, c’est-a-dire, en d’autres termes, Ics carros 
des indices de refraction, calcules pour les rayons et les substances 
auxquelles se rapportent les experiences de Fraucnhofer, ct corriges 
d’aprbs les principes ci-dessus exposes, se r^duisent evidcmmeni, 
pour cliaque substance, a sept valeurs particuliferes d’une m6me fonc- 
tion lineaire des quantites 

P., Hi, 3,-, 

et pourchaque rayon des valours particulieres d’une fonetion lineaire 
des seules quantites 

(10) 0=:‘S@,, U'=S'0£, r^S"©,, = 

En eflfet, on tirera successivement des equations (i) et (4) 

A0, = 0, — 0, 

S'A0£=S'(0£ — @) = S'©f— ©•riU'— 0, 

puis 

3:J=(U'-0)(3£, 

A*0£= A0i - =: 0£- 0 - (U'- 0) (3/, 

S" A»©£= S" [0£- 0 - (U' - 0) = S"0i - 0 _ ( U' ~ 0) 8" (3/ 

= U'^-0_(U'~0)S*'|3,, 
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puis encore 

S;' = [U"-0-(U'-0)S‘'My„ 

A»0.= A^©, — 2rJ= 0i — 0 — ( U' — 0) (3f — [U" — 0 — (U' - 0) S"P,] 

S®’A30,-=S®'{0, - 0 — (U' — 0)(3i— [U"— 0 — (U' — 0)S''Pi]!7i 

U"- © - (U'- 0)8” Pi- [U"- © - (U'-0)S"|3,]S'y,, 

et enfin 

2r™= j U”- 0 - (U'- 0) S'(3,- [U'- 0 - (U'- ©)S*'(3,]S*'y, j 3,. 

Or, en substiluant les valeurs pr^cedentes de 

0.1 Ofir C-w 
^19 9 

dans le premier membre de I’equation (8), on tirera de cette equation 

1 ©i- A»0/= 0 H- (U'- 0)pi-i- [U"— 0 _ (U'- 0)S"6i]y, 
i +|U''-0-(U'-0)S"'(3,— [U''-0-(U'-0)S'(3,-]S‘'yija,-. 

Telle esl la formule a I’aide de laquelle la valeur corrigee de ©/, ou, ce 
qui revicnt au meme, la valeur de — A*@f, se trouve determinee 
pour cliaque substance en fonction lineaire dcs quantiles 

Pij Hh 

qui varient avcc Ics divers rayons, ct pour chaque rayon en fonction 
lineaire des quantiles 

0, U, U', W 


qui varient avcc la substance quo Ton considfere. D’ailleurs on recon- 
naitra sans peine : i" que, si lo second membre do la formule (ir) est 
substiluc la place do 0, — A*©; dans los quatre sommes 

8(0,-- A*0,), S'(@i-A*0,), S*'(©,-A*0i), 8*^(0,- A*©/), 

cos quatre sommes, reduites a lour expression la plus simple en vertu 
(les (H|uations (5), doviendront, comme on devait s’y altendre, 

70r-S0/, ir = 8'0;, U"=S"0i, U'^-S"©,-; 

a" ((ue, cn substiluant I’air au milieu r6fringcnt ot posant en conse- 
quenc(( 

0i=:i, 0=U'=U'' = U*'=I, 

on rAduit le s(^c()nd membre do la formule (i i) a I’uniU's. 
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H E O 

S '3 "S »S3 

O ? d 

CQ ► i 




190836 0,168772 o, 109002 OjOSiSgo -0,038191 -0,171628 -0,290181 1,00004 
16423 -0,08707 0,06720 0,18408 0,20259 0,04608 -0,24876 1,0000 
2357 0,1094 0,2435 -0,1162 -0,1476 0,0207 0,1269 1,0000 
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Pour tirer de la seule formule (ii) les valours corrigees do 0,- rela- 
tives aux divers rayons et aux diverses substances, il suffirait d’y sub- 
stituer aux quantit6s 0, U' — 0, . . y/, O/ les valeurs de 

ti=:S'A0f, ti = S'’As0f, li = S"'A3©i 

et de 

P/> l/h 

fournies par les Tableaux I, II, III, IV, V, VI, VII ou, ce qui revient au 
meme, par les Tableaux IX et X. 

Alors los valeurs de 

S'-p,, 

deduitcs des formules (6), ou, ce qui revient au memo, des for- 
mules (137) du § VI, dcviendront respectivement 

/ S" Pi = o , 430573 — o , 569427 = — o , 1 38854, 

(12) I S®' Pi = 0,815965 — o,684o35 = — 0,368070, 

f S"y£ = 0,27751 —0,72250 = — 0,44499. 

Aux valeurs corrigees do 0/, fournies par le Tableau VIII, ou, ce qui 
revient au meme, par la formule (11), et represontees par 

@i— A‘@i, 


correspondront des valours corrigees de Oj-, quo nous representerons 
par 

et qui soront determinees par la formule (fSg) du § VI, ii laquelle on 
pourra substitucr encore la formule (142) du memo paragraphe, sa- 
voir 

(i3) A*Oi=^=ie7‘A»0i. 


Or, de cette derniero formula, combin6e avoc le Tableau III du § VI et 
le Tableau VII du § VII, on tircra, on elTectuanl le calcul par loga- 
rithmes, Ics valours suivantes de 


(37‘A*@i cldc A*0i. 



Tableau XI. 

Valeurs de. ei de 0 ,, tiJL'prinietis eit million iemcs 
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Les valeurs precedentes de A^0j- doivent satisfaire aux memes conditions quo les valeurs de contcnucs 
dans le Tableau XXII da § VI, et fournir, pour les quantites (i5o) ou (i5i) du meme paragraphe, des valeurs 
numeriques egales, mais affectees de signes contraires. Ces conditions se trouvent elfectivement remplies 
avec une exactitude suffisante, comme le prouve le nouveau Tableau que nous aliens tracer. 
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Les resultats fournis par les Tableaux XI ou XII peuvent encore etro 
invoques a I’appui de I’assertion precedemment emise, suivant la- 
quelle les valeurs de et par suite celles de A*0j-, doivent etre 
comparables aux erreurs d’observation. Eflectivement, il resulte du 
Tableau XXIII (§ VI) que les valeurs de 0 / donnees par les expe- 
riences de Frauenhofer admettent des erreurs comparables aux nom- 
bres 0,000042, 0,000049, nombres surpassent notablement 

les nombres 0,000027, 0,000087, Tableaux XI ct XII, 

representent les plus grandes valeurs numeriques de A^0j-. 

Si I’on retranche les valeurs de A’ 0 / fournies par le Tableau XI des 
valeurs de 0 ,- donnees par le Tableau I du § VI, on obtiendra los va- 
leurs corrigees de 0,- ou, en d’autres termes, les valeurs do 

telles quo les presente le Tableau XIII. 

Si maintenant on remplaco les deux valeurs d’unc memo quantite, 
qui correspondent aux deux series d’expericnccs faites sur I’cau ou la 
troisieme espece de flintglass par la moyenno arilhmdtique cnlr<( cos 
deux valeurs, on reduira le Tableau XIII au Tableau XIV. 



Tableau XI II. 
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OKiwrat da — S. II. t. X 


47 
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1,344169 I 1,41631:9 i i,49^j?73 I 1,344687 i 1,546538 I 1,579474 1,640867 i ,666o83 1,669696 1,671031 
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En comparant les Tableaux XII et XIII aux Tableaux analogues qui 
portent les numeros XXII et XXIV dans le § VI, on reconnait que les 
changements apportes dans le § VII aux formules a Taide desquelles 
on determine les valeurs corrigees de 6,- font tres peu varier ces 
memos valeurs, Effectivement, les differences eiitre les valeurs do 
A^0; que fournissent los Tableaux XXII du § VI et XII du § VII, etant 
cxprimees cn millioniemcs, seront lelles que les offre le Tableau sui- 
vant. 

Tabiead XV. 

l)i£'4rences entre les valeurs de A^0/ obtenues dans les § VI et VII. 



EAU. 

SOLUTION 
de poia-se. 

nuiLE 

dc lereben thine. 

CROWNGLASS, 


FLINTGLASS. 


d 

•u 

BD 

a 

‘g 

S'! 

0 

u 

•0 

Cb 

la 

■H 

d 

w 

•s, 

M 

0 

u 

b 

•9 

P< 

oa 

ft) 

ra 

ft) 

u 

•0 

a, 

in 

ft) 

d 

ft) 

'V 

Di 

cA 

0) 

Is 

as 0 

.U h 

in « 
ft) «• 

*« 

1 4 

0 

V 

a 

s 

Pour i — 1 

■ 

B 

5 

— t) 

— i 

— I 

— i 

f 

-3 

0 

-4 

12 



B 

B 



I 

— 1 

— I 

— *>. 

— 1 

0 

•>. 

6 


B 

^9 

-3 

B 

f 

I 

0 

3 


0 

2 

/ 


-4 

—3 

-f 

B 

‘A 

I 

A 

5 

3 

I 

3 

— 10 

0 * • • • • 

0 

0 

— r 

0 

0 

0 

0 

0 

I 

0 

I 

— r 

(\ 



B 


—a 

— -A 

— A 

-G 



-(> 


^ 

H 


■ 

8 

‘A 


3 

G 

4 

I 

(> 

— '7 


Done, parmi cos differences, cellos qui sc rapportent au cinquiiime 
rayon ou bion a la 3® ospece do flintglass (i®® serie), lorsqu’on los con- 
sidi're abstraction faitc de lours signes, nc surpassont pas i millio- 
niimie; cellos qui so rapportent aux trois espbeos de crownglass no 
surpassont pas 3 millionienies; et loutos generalement sent (abstrac- 
tion faitc do lours signes) inferieures a lo millionibmes, kl’oxception 
toutofois do cellos qui sent relatives k la 4* especo do flintglass et 
dont les valeurs numcriquos s’elbvont au plus k 12 ou 17 millionibmcs. 
Au rcste, comme, dcs deux systbmes de formules employees dans los 
55 VI ct VII, le dernier soul a la propribte de reduire exactement les 
indices de refraction k I’unitb quand on remplace le milieu rbfringent 
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par I’air, il est clair quo les valeurs de A‘0,- et de 0, — A'O; fournics 
par les Tableaux XII, XIII et XIV du § Yll meritent plus do contiance 
que les valeurs fournies pour les m ernes quantites par los Ta- 
bleaux XXII, XXIV et XXV du § VI. 

Si dans la formule (ii) on pose, pour abreger, 

/ 1 = U' — 0, 

(14) f =U''-0-(U'-0)S"|3„ 

( w=:C"-0 — (U'— 0)S"P,-- [U"— 0 — (U'- 0)S"|3,-]S"y;, 

on tirera de cette formule 

(15) 0( — A*0/ = 0-f-lj3iH-1liyi-)-l>(5|-, 

puis, cn negligeant A^@/, qui est, commc on I’a vu, comparable aux 
erreurs d’observation, on trouvera 

(16) 0/ = 0-1-11cPf-+-ll>y,-l-lim3i. 

A Taide de Tequation (i6), jointe au Tableau X, on detcrminerait im- 
mediatemenl, pour une substance quelconquc, dcs valeurs de Ires 
voisines de celles que fourniraient Ics observations, si Ton connaissait 
les valeurs des quatro coefficients ©, K, D, 19(1 relatives a la substance 
dont il s’agit. Ajoutons que ccs coefiicients pourraient so dednire., 
moyennant les formulas (i4) et ( 12 ), dcs valours supposoes conmies 
des quatre quantites 

0, U', U", U'^. 

Mais, comme on no saurait obtenir directemont et sans rocourir a I’ex- 
perience les valeurs do ces quatre dcrnii'.rcs quantites, c(i qu’il y aura 
de mieux h fairc sera de faire servir quatre valours particulieres de ©,• 
donnees par Tobservation, par cxemple celles de 

® 1 » ®. 1 , 

a la determination do 0, Ht, U, UK, ou, cc qui revient au m6m(s a la 
determination de la valour gen6ralc do 0/. On y parviendra facilemcnt 
en operant comme il suit. 
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Si dans I’equation (iG) on pose successivement 

if I y I — Of I 0 j { " f 

cette equation donnera 

j 0*= 0+1(33+ HI y,+ 1ID3„ 

1 03= 0+1(33+ lys+Ho's, 

[ 07 “ 0 H- "W ytj -|- 

Or, des formulcs (17), jointes au Tableau X, on pourra deduire les 
valours de 

0, 1, 1), w 

cxprimees on fonctions lineaires de 

01, 0j, 05, 0T 


Par suite, la valeur generale de ©/, que determine I’equation (16), 
dcviendra ellc-m6me unc function lineaire de 0 ,, @5, 0 ,. On arri- 
vcrait encore aux memos conclusions de la maniere suivanto. 

Si Ton combine, par voic de soustraction, la premiere des foj*- 
inules (17) avcc la formula (iG), on aura 

0,._0. = l((3,--(3O + f(y,--yi) + W(o',--3,); • 


puis, en divisant les deux membres par — p,, oL posant, pour 
abreger. 


(>«) 


7 f—yt 



on trouvora 



Si Ton combine encore, par voie do soustraction, la formule (19) 
avec cclle qu’on cn deduit on posant f= 3 , e’est-a-dire avcc I’equa- 
tion 

=1 + 1/3+ US',, 

p 3 — Pi 


(20) 
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on aura 


^ ^ = 
r»t“-r»i Ps—Pi 


puis, en divisant les deux membres par ','--7',, et faisaut, pour 
abreger, 


(21) 

on trouvera 
(aa) 


or- 


0 , — O3 




©i— ®i _ Qg— Qi 
Sf— Pi Pz — Pi _ 
7 ^ 73 




Enfin, si Ton combine, par voie de souslraction, la formule (22) avec 
relle qu’on en deduit en posant / = 5 , e’est-a-dire avec I’cqualion 


03 -^ 0^ 

( 23 ) ^LIl&l=ti + Do';, 

ys— Vs 

on aura 

0,-01 0,-01 08—01 0a— 01 

pi Pi Pa Pi Pc Pi Pa Pi 

ri-y'c y's-Za ' “ 

ou, CO qui revienl au meme, 


( 24 ) 


0 /— Q, 

0 a — 01 

08 - «. 

08-01 

P/-P. 

pa — Pt 

Pc -Pi 

Pa -pi 

y'l- 

y'a 

y'l, -y'l 


ot comme, en prenant * = 7, on lircra de ccltc dernierc equalion 

0, — 01 0}— 0| 08— 0| 0, — 01 

Pi — Pi Pa — Pi _ P-i — Pi p8 — Pi 

(25) — ^ — zki.yj — ,, til, 

I’Mimination de UP enlre les formulcs (24) cl (a 5 ) donnora 


(26) 


0,-01 08-01 08-01 0,-01 0 ,- 0 , 0 ,- 0 , 0 ,-. 0 , 08 - 

P^— Pi P»— pi Pa -Pi P»— Pi Pt — Pi ^ 8 — Pi P»— Pi “Pf- 

■ Vizi's yr-y'» y« y\ 

3j_3j - gp-T;— • 
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ou, ce qui revient au memo, 


. p/-pi a';-a; 


P:-p. y;-y; 




P’ Pi 77 73 1*0 0 Hi 

Pi-p.7T^r Ps-p.^ * 


Atin de mbntror I’utilite do la formule (27), supposons que pour unc 
substance quelconque on ait deduU de Texperience les valours do 0,- 
roprcsonlees par 

01, 03, 0s, 07 


et correspondantes aux rayons B, D, F, H do Frauenhofer. Pour tiror 
de la formule (27) les valours de 0/ correspondantes aux rayons 

C, E, G. 


il sullira d’y poser successivement 

i = a, i = 4, <■ = (). 


D’ailleurs les formules (18) et (21) joinlos au Tableau X fourniront 
l(!s valours de y'., S'., S) comprises dans le Tableau XVT. 

II y a plus : si Ton pose, pour abr^ger, 


(a8) R, 


P3-P7 


n (P^-Pi)(7;-7:i) 
'''“(P,-Pi)( 7;-73)’ 


,v . (P/-p.)(7?-7;)(^--o';) 
'■■(P7 -p.)( 7'7-7'3)(5 ?-^'o’ 


la formule (27) sera reduite a 




01 B/( 03 - 01 ) + Q L«. - ®1 - Bs (0, - 0, )] 

+ I),,{<.),_e,_R,(0,_0,)-C,[03-0,-B5(03-@.)li. 
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Tablead XVI. 

Determination des valeurs de y'l, et 


i . 

1 . 

% 

3 . 

4 . 

5. 

G. 

7 . 

SOMMKS. 





0,190836 

0,190830 

0,168772 

0,190836 

0,109002 

0,190836 

o,o3i390 

0,190836 

-0, 088191 
0, 190836 

-0,171628 
0, 190836 

-0,290181 
6, 190886 

0,000000 

1,335852 


0 ,00000 

-0,022064 

-0,081 834 

-0,109446 

-0,229027 

-0,362.464 

-0,481017 

- 1,335852 

7 / 

Yi 

-o,i 64 ‘i 3 

-0,16423 

-0,08707 

-0,16423 

0,06720 

-0,16423 

0,18408 

-0,16423 

0,20259 
-0, 16423 

0,04608 

-0,16423 

-0,24876 

-0,16423 

-0,0001 1 
-1,14961 

r/- 7 i 

0,00000 

0,07716 

0,23143 

o, 3483 t 

0,36682 

0,2] o 3 I 

-0,08453 

1,14930 

0/ 



-0,2357 

-0,2357 

0,109} 

-0,2357 

0,2435 

-0,2357 

-0,1162 

- 0 , 235 ; 

-0, 1476 
- 0 , 235 ; 

0,0207 

- 0 , 235 ; 

0,i2(i9 

- 0 , 235 ; 

0,0010 

-1,6492 

0/— Ol 

0,0000 

0,3451 


0,1195 

0,0879 

o, 25 Gf 

0,3626 

i,65o2 

L[±( 7 f— Ti)]" 
Lf-(Pr-PO]- 


8873922 

3436842 

3644*97 

9 r 29338 

54*9659 

2026187 

564^530 

3598867 

3228599 

5592649 

9270 109 
6821605 


Lt+Ti) 


5437080 

4514859 

3393522 

2045663 

7635950 

24485o| 


ii 

Ti 


- 3 , 497 * 

-2,8280 

-2,8280 

-2,8280 

-2,1845 

-2,8280 

-r,6oiC 

-2,8280 

-o,58o2 

-2,8280 

0,1757 

-2,8280 

- 10 , 51 . 5 ; 

- 1(^,9680 

ii-ii 


-0,6691 

0,0000 

0,6435 

1,2264 

2,2,478 

3,0087 


L( 3 ,— 3 i) 

L[-(P/-Pi)]. 


5379450 

3436842 

6 So 5 i 6 S 

9129338 

0773679 

2026137 

9439889 

35988G7 

,}o 891 «o 

55926 }9 

5594278 
6821 60 5 




1942608 

7675830 

8747542 

5841022 

8496531 

8772673 

-21,0912 

-:i 5 ,i:$ 48 _ 

1 r ,0436 

3 i,oio 3 

22,3090 



-15,6409 
- 5,8558 

HI 


- 0,3838 

- 5,8558 

-0,7074 

- 5,8558 

- 0,7538 

- 5,8558 




- 9 , 785 i 

0,0000 

5 ,ioG 3 

5,4720 


5 , 1020 

L[+( 3 ',- 3 ',)J.. 

L[+(7J-7',)]-. 


9905653 

8255910 


7081063 

8085486 

7381461 

o8P632i 

7116723 

3517577 

7077 io 5 
4776.566 

L( 3 ;) 


1650743 


8995577 

04951,40 

35991, }6 

23oo839 

1 ,6986 

Oj 

<=>(» 


14,6243 

4 , 46*8 


7.9352 

4 , 46 i 8 

4,4618 

4,4618 

2,2904 

4 , 4 Ci« 

Oj—Oji 


£0, 1620 


3,4734 

0,0000 

-2,17*4 

-2,7632 

8,7013 


■1 

0070006 


5407548 


33C7398 

4^1 4 123 



Or, Ics logarithmcs dcs rapports B,-, C,-, D,, cl par suito ces rapports 
eux-memes, se calculcront aiscmcnt a I’aido du Tableau XVI ct oUri' 
rent Ics valeurs comprises dans Ic Tableau suivant. 
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Tableao XVII. 
Valeurs de Bf, C,-, Df. 


i. 

1 . 

2 . 

3 . 

4 . 

5 . 

6. 

7 . 

L[-(Pi-P.)] 

L[q=(T'^-Y',)] 


3436842 

8254910 

9129338 

2026137 

8085486 

3598867 

0886321 

5592649 

3517577 

6821606 

4776666 



1691752 

0070006 


0111623 

5407548 

4485 x 88 

9110226 

3367398 

1598171 

4414123 

Sommo 


1761768 

6012294 


5519171 

6012294 


2477624 

6012294 

6012294 

L(d:DO 


5749464 


9606877 


6465330 


Di 

0,00000 

0,03759 

0,00000 

-0,08927 

0,00000 

0 , 448 x 3 

1,00000 

L[d=(p,-p,)(Yi-Y' 3 )]. 

Lf-(p 8 -pi)(Y' 3 -ri)]- 


1691752 

4435188 

m 

0111623 

44 B 5 i 88 

4486188 

9110226 

4485188 

1598171 

4486188 

L(q:CO 


7206664 


5626435 


4625 o 38 

7112983 

Gc 

0,00000 

-0,06266 

0,00000 

0 , 36530 

1,00000 

2,90072 

5,14397 



343684 a 

<)iac )338 

9129338 

2026187 

9129338 

3598867 

9129338 

5592649 

9129338 

682IG05 

9129338 

L(B/) 


4307604 


2896799 

4469529 

646331 I 

7692267 

Ih 

0,00000 

0,26963 

1,00000 

1,94841 

2,79868 

4,42926 

5,87796 


Pour inontrcr uno application do la fomulo (29), conccvons que 
I’on y subslituo Ics valours do @3, ©g, ©», tir6cs du Tableau VIII 
(§ Yl) ot relatives k la solution de potasso. On aura 

(3o) ©,1=1,958961, ©3=1,967862, ©3=1,982695, ©,= 2,006099, 

ot Ton on conclura 

(30 ©,-©,= 0,008901, ©3— ©,= 0,023734, ©,-©,= 0,047188, 

O&uvrat de C. — S. U, t. X. 4^ 
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puis, en avant egard au Tableau XV, 


( 32 ) 


0 .-0, — 85(63-0,) = 0,028734 — 0,02491 1 = — 0,001 177, 

0, — 0, — 8,(0j_0,) = 0,047188 — 0,032820= — o,oo 5 i 82, 

0,-0,- B,(03- 0,) - C, [05- 0,-85 (0s- 0,)]= - o,oo5 1 82 + o,oo6o54 

= 0,000872. 


Par suite, la formule (29) deviendra 

( 33 ) 01 = 1 , 95896 1 + 0,00890 1 B,- — 0,00 1 177 Cl 4- 0,000872 D/. 

Si dans cette dcrniere on pose successivement 

1 =2, I = 4> 1 = 6, 

les valeurs correspondantes de 0 i, calculees a I’aidc du Tableau XVIl, 
seront celles que presente Ic Tableau suivanl. 

Tablexc XVIII. 

Valeurs de 0 j, 0 ^, 0 e deduites des valeurs de 0 „ 63, ©5, 0 , et relatives d In 

solution de potasse. 


i . 

2. 

4 . 

0 . 

L(+Di) 

5749 {64 

950O877 

(>{C) 533 o 

L(872) 

94 o 5 i ()5 

9{o5i(>r> 

() 4 o 5 i ()5 

Somme 

5154029 

8912042 

5 « 7 o 4<)5 

0,000872 D/ 

0 , 000033 

—0,000078 

o,ooo 38 () 

L(H=Ci) 

720O5O4 

5626435 

/i() 25 o 3 T " 

L(“ 77 ) 

07077O5 

07077 r )5 

o 7077(»5 

Somme. 

7914329 

(>334200 

533280.3 

— 0, 0011770; 

o,oooo02 

— o,ooo 43 o 

— o,oo 3 (i .4 


4307504 

2896799 

64 () 33 'r'i"'' 


9494388 

9491388 

9 ;f 943 «L. 

Somme 

3801892 

2391187 

5 ’ 957(^9 

0,0089016; 

0,002400 

0,017343 

o,o 394 a^ 

e, 

1,958961 

1 ,958961 

1,958961 

0,0089018; 

2400 

17343 ■ 

39425 

— O,O0U77C; 

62 

— 43 o 

-3414 

0,ooo872D; 

33 

-78 

386 


1,961456 

' 1,975796 

i , 995358 
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Ainsi, pour la solution de potasse, lorsqu’on fait servir les va- 
lours do 

01, ©3, @5, ©7, 

fournies par Texperience, a la deterinination des valours de 

@2, 0*, 0e, 

on trouve 

(34) ©g= 1,961456, 0»= 1,975796, ©5 = 1,995358. 

D’ailleurs les valeurs de @2, @4, ©g, fournies par les experiences de 
Fraucnhofer, sont respectivement {voir le Tableau VIII, § VI) 

(35) ©s = i, 961442, ©4=1,975801, ©5=1,995381. 

IjCS differences entre ces dernieres valeurs et les pr6cedentes, savoir 

(36) — •0,0000x4, — o,ooooo5, —0,000023, 

sont comparables ct m6mo notablement inferioures, comme le prouve 
le Tableau VII du § VI, aux plus grandes erreurs que comportent les 
observations. 

Si dans la formule (29) on pose, pour abr^ger, 

('Ei = C,-C,l),, 

( Fi = B,-B7l)x-B.(Ci-C,lM = Bx-B7l)x-B5E,-, 

cotlo formule donnera 

(38) ©/= I}x (07 — 0j) - 4 - Ex(®j — ®i) Fi(0j — ®i ) ■+■ ©1 

<)U, cc qui revient au memo, 

(89) 0/=(i — Di — E/ — F/)©! -l- FiSj-l- E/0|-+- Djfig. 

D’ailleurs, des formules (37), jointes au Tableau XVII, on deduira 
facilemont les valours suivantes des coefficients que renferment les 
formules ( 38 ) et( 39 ). 
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Tableau XIX. 
Valeurs de D/, E,', ft. 
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En consequence, on tirera de la formule ( 38 ) 

/ 0 s= 0 , H- 0 , 73685 ( 0 j — @i) — 0,24587(05 — 0i) +0,03759(0, — 0,), 

( 4 0) < 05= 01 + o,i6566(05 — 0 i) + o,8a448(@5— ©i) — 0,08927(0, — ©,), 

( 08 = 01 + 0 , 08584 ( 03 — ©i) +0,62126(05— @1) + 0,443 1 3 ( 0 ,— 0,), 

et de la formule (89) 

/ @5= 0,47143®! + o , 73685 @ 3 — 0,2458705+0,037590,, 

( 4 1) I 04= 0,099x301+ o,i 6566 @ 3 + 0,82448®* — 0,08927®,, 

( @5= — o,x 5 o 230 ,+ o,o858403 + 0,62X2605 + 0 , 443 x 30 ,. 

Les formulas (4o) ou (4i)» appliquees k une substance quelconque, 
donneront pour cette substance les valeurs de 

0 „ ® 5 , ©5 

quand on aura d6duit de I’experience celles de 

©1, 0j, ® 5 , 0,. 

Pour montrer un oxemple de cette application, considerons de 
nouveau la solution do potasse. Alors les valeurs des quantit6s @,, 
@3, @5, 0, et do leurs differences successives seront fournies par les 
equations ( 3 o), ( 3 i), et la substitution de ces valeurs dans les for- 
mulos (4o) ou, ce qui revient au memo, dans la formule ( 38 ), don- 
nera naissance au Tableau suivant. 
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Tableau XX. 

Valeurs de 0*, ©*, 06 diduites de la formule (4o) et relatives 
d la solution de potasse. 



2. 

4 . 

6. 

L(F/) 

8678791 

2192177 

9336897 

LCOa-eu 

9494388 

9494388 

9494388 

L[(e 3 -eoFi] 

8168179 

1686565 

8831285 



3907055 

9164801 

7932734 

L( 0 s — 0 i) 

8753709 

3753709 

3753709 

L[q:(es-0i)E;] 

766076 i 

2915510 

1686443 

L(+D,) 



6465330 

L(e,— Si) 


HQKmQIIII 

6733712 

L[H- ( 07 - 600 /] 

2483176 

6240589 

3199042 



1,958961 

1,958961 

1,958961 

F/( 0 a- 0 O 

6559 

1475 

764 

E/( 05 - 0 O 

— 5835 

T9O68 

14746 

0^(07 — 0^) 

1771 

— 4ao8 

2088K 

e, 

1,96/456 

1(975796 

i,(j </>358 


Or ce Tableau, comme on devail s’y attcndrc, reproduit prccisonioiil, 
les valeurs de 0 j, @ 4 , 0 * ci-dcssus deduites de la formule (a<)) el. 
determinecs par les formulcs (34). 

On pourrait faire servir les valours de A*©/, donnecs par le Ta- 
bleau VII, k la determination dcs valours corrig4cs do 0; quo four- 
nirait la formule (4o) ou ( 41 ) appliqueo succcssivement aux divcrsos 
substances. Observons, en effet, quo ces formulcs, comprises ollos- 
memes dans I’equation (38) ou (Sq), sont deduites d’uuo Equation 
qui ne subsists qu’approximativement, savoir de I’equation (iG), qui 
devient rigoureuse, ot so transform© on I’dquation (j5) lorsqu’on y 
remplace ©^ par 

@/-A*0, 

on substituant k 0/ la valeur observde. II en rdsulte qu’k leur tour 
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les equations (38) et (Sg) deviendront rigoureuses si Ton y remplace 

01, ®3, 03, 07, 

par 

01— A*0„ 0,— A*03 , 0,— A*0s, 0,— A*0j, 01— A*©j. 

Ainsi, par exemple, les valeurs observees de 


01, 03, 06, 07, 0/ 

verifient en toute rigueur I’equation 

( 0i-A^0i=:(i-Di-Ei-Fi)(0i-A^0,) 

(4a) j 

{ -I- Fi(03— A*’0j)-(-Ei(0s — A*08) + Di(0, — A‘0,). 

Or on tire de cette derniere formulc 


I (i — Di— E,— F,)0 i4-Fi 0,+ Ei06-hDi07 

(43) =0i-A*0i+(i-Di-E,-F,)A»0, 

( -f- F/ A*@j-+-Ei A^06+ DiA^0,. 

Done lo second membro de I’equalion ( 89 ), ou la valeur corrigee de 
fournie par cette Equation, est la somme dcs deux quantites 

01— A*0i 

ct 

(44) . (> — Di — El — F/) a* 01 4- Fi A**©*-!- El A*0j-|- I)i A* © 7 , 

dont la proini 6 rc so trouvo, pour chaque substance et pour chaque 
rayon, immddiatcmcnt donneo par Ic Tableau VIII, tandis que la 
socondc peut ^tre facilement deduito des valeurs obtenues pour 

A‘0„ A‘0„ A»0„ A»0,. 

Si dans I’oxpression (44) on pose successivement 
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cette expression acquerra, eu egard au Tableau XIX, les formes sui- 
vantes : 

/ 0,47143 A*0i-ho,73865 A*@8— 0,24587 A*05-4- 0,08759 A*©,, 

(45) I o,o99i3A*©i-t-o,r6566A*0s-l-o,82448A*©g— 0,08927 A*©„ 
(—0,1 5 o 23 a* ©1 -h o,o8584 A* ©j -h 0,62 1 26 A* ©5 + o, 443 1 3 A* ©, . 

Gomme des valeurs numeriques de A*®,-, exprimees en millionifemes 
et fournies par le Tableau VII, la plus grande io 3 est seule composee 
de trois ehififres, chacune des autres renferme deux chiflFres au plus, 
il est clair que, dans revaluation en nombres des polynomes ( 45 ), on 
pourra, sans erreur sensible, reduire chaque coefficient k ses deux 
premiers chiffres decimaux et, par suite, ces polynomes eux-m6mes 
aux trois suivants : 

0,47 A*©i -I- 0,74 A*03 — 0,25 A*©g+ o,o 4 A‘©7, 

0,10 A*0i + 0,17 A‘©j-i-o,82 A‘ 0g — 0,09 A*©7, 

0,1 5 A*©i -H 0,09 A* ©3+ 0,62 A*0g-+- 0,44 A*©t. 

En substituant dans ces derniers polyndmes les valeurs de A* 0 i, 
A*03, A* 0 s, A*@t tirees du Tableau VII , et retranchant des resultats 
ainsi calcules les valeurs de A'*®,-, on obtiendra les corrections quo 
doivent subir les valeurs de 0/ fournies par I’exp^rience pour so 
transformer en celles que donneraient les formules (39). Les cor- 
rections dont il s'agit se trouvent determin6es, pour chacun des trois 
rayons C, F, G de Frauenhofer, dans le Tableau que nous allons tracer. 
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Tableab XXL 

Corrections de 0 j, @4, @5 exprimies en millionihmes. 
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E* 

1 

•c 

«fi 

S 

LU. 

SOLUTION 
de polasse. 

HUILE 

de teroiientiilno. 

CROWNGLASS. 

FLINTGLASS. 

cc 

M 

« 

0 

cc 

2* scrie. 

1 

£ 

fi 

0 

u 

*c. 

g- 

es 

U 

0 

1* 

oi 

1 

Cl 

& 

u 

• 

IN 

s s 
*2. ^ 

® £ 

00 ■" 

S c 

l-s 

£ 

& 

Cl 

A 4 ^ 0 i 

— 2 t 4 

— -tl 

12 

-14 

39 

-9 

6 

e 

— 13 

2 

5 i 

-44 

0 

A 4 03 

—6 

l 3 

— I 

—47 

—3 

59 

-14 

11 

—71 

6 

19 

37 

1 

A* 0s 

3 G 

3 

—9 

—28 

-35 

4 o 

-8 

— 14 

— 22 

16 

41 

—22 

— 2 

A* 07 

—17 

20 

—3 

-4 

—9 

26 

— 13 

19 

—36 

— 15 

—72 

io 3 

— I 

o, 47 A‘ 0 i.... 

—10 

—5 

G 

—7 

18 

-4 

3 

3 

—6 

1 

24 

— 21 

2 

o,74A*e,.... 

-4 

10 

— 1 

—35 

— 2 

44 

— to 

8 

— 52 

4 

14 

27 

3 

— O, 25 A *06 

-9 

—I 

2 

7 

9 

— 10 

2 

3 

5 

-4 

—10 

5 

— 1 

0,04 A*07 

— 1 

t 

0 

0 

0 

I 

0 

1 

— I 

— I 

—3 

4 

I 

Sommo .... 

—24 

5 

7 

—35 

25 

3 i 

-0 

i 5 

—54 

0 

25 

i 5 

5 

A* 02 

4 * 


-7 

r8 

— 3 r 

—19 

G 

— 25 

49 

1 1 

22 

—59 

—3 

CoiToetion de 0 s. 

— G 5 

14 

t 4 

—53 

50 

5 o 

— 1 1 

4 o 

-io 3 

— 1 1 

3 

74 

3 

0, ioA^0i.. , . 

—2 

— I 

I 

— I 

4 

— 1 

I 

■ 

— I 

0 

5 

-4 

2 

0, J7A^03 

— 1 

2 

0 

-8 

0 

10 

—2 

H 

— 12 

1 

3 

6 

I 

0 ; A^ A5. . . . 

3 o 

2 

—1 

-23 

-29 

33 

—7 

—12 

—18 

i 3 

34 

—18 

— 2 

— 0,09 A^ 07 

2 

— 2 

0 

0 

i 

— 2 

I 

— 2 

3 

I 

G 

-9 

— r 

Somme 


I 

-G 

—32 

-2| 


—7 

— 1 1 

—28 

i 5 

48 

— 25 

0 

Afr 04 

— 12 

7 

— I 

43 

— r. 


— I 

8 

35 

— 20 

—go 

6G 

— I 

CorrooUondo64- 

41 

-0 

-5 

—75 

— *9 

73 

—8 


— G 3 

35 

i 38 

-- 9 J 

1 

— o,i 5 A* 0 ,.... 

3 

2 

—2 

2 

—6 

I 

— I 

—^1 

. 2 

0 

—8 

■ 

— I 

O,O()A* 08 . ... 

— 1 

I 

0 

-4 

0 

5 

—1 

I 

—6 

T 

2 

3 

r 

o,r)yiA''*-08.. . . 

22 

2 

-6 

—17 

—22 

25 

—5 

—9 

—14 

10 

25 

—14 

—3 

0 , 44 ^^ 07 .... 

-8 

9 

— I 

—2 

-4 

12 

—6 

—8 

—16 

—7 

— 32 

H 

— I 

Sommo .... 

16 

*4 

—9 

—21 

—32 

43 

-i 3 

—I 

-34 

4 

— 13 

4'a 

-4 

A* 06 

—17 

—23 

x 3 

34 

42 

—68 

20 

—5 

58 

-4 

32 

—80 

•A 

Correction deSe. 

33 

37 

—22 

—55 

-74 

in 

—33 

4 

-92 

8 

-45 

122 

-G 


(XuDrM II, t. X, 


49 


•SaKKOS 
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Pour atteindre une plus grande exactitude, nous avons, dans les 
multiplications, remplace les valeurs approch 6 es des coefficients de 
A* 03 , . . . , c’est-a-dire les nombres 

0 , 47 . 0 . 74 . •••> 

Merits a la marge du Tableau XXI, par les nombres 

0,47143, 0,73865, 

e’est-a-dire par leS valeurs des mfimes coefficients prises dans les 
expressions (45), toutes les fois que la reduction de I’un de ces coef- 
ficients k sa valeur approch4e pouvait augmenter ou diminuer d’une 
unite le dernier chiffre du produit. La derniere colonne verticale du 
Tableau XXI, compos4e de sommes qui se d4duisent les unes des 
autres et dont chacune, comme on devait s’y attendre, differe trbs pen 
de z4ro, sert a confirmer la justesse de nos calculs. 

Si I’on fait subir les corrections indiqu 6 es par le Tableau XXI aux 
valeurs de 

®6 

d4duites de rexp4rience, on obtiendra celles que determinerait la 
formule ( 89 ) et que pr4sente le Tableau XXII. 

La dernifere colonne verticale de ce Tableau, compos 6 e do sommes 
qui se deduisent les unes des autres, sert a confirmer la justesse de 
nos calculs. 



Valeurs corrigees de ©a, 0*, ©g en vertii de la formule (Sg). 
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Les valeurs corrig6es de @2, @4, 0 # que fournit le Tableau XX, etant 
deduites chaeune des valeurs de 0,- correspondantes a quatre rayons 
differents, savoir aux rayons B, D, F, H de Frauenhofer, m^ritent plus 
de confiance que les valeurs de ©a, @4, 0o directement fournies par 
Texperience, puisque chacune de ces derniferes est tiree d’une seule 
observation. Mais on doit avoir plus de confiance encore dans les 
valeurs eorrig^es de ©a, @4, 0 * que presente le Tableau VIll, ot qui 
s’y trouvent reprdsentees par 

0j— A*0s, 0*— A‘04, ©e— A‘0„ 

puisque, h la determination de chacune d’elles, concourent les obser- 
vations faites, non plus seulement sur quatre rayons, mais sur les 
sept rayons B, C, D, E, F, G, H. Cette conclusion se trouve d’accord 
avec la remarque facile a faire que les corrections de ©a, ©,, ©«, 
determin6es dans le Tableau XXI, oCFrent en general des valours 
numeriques superieures aux valeurs numeriques correspondantes 
des quantit6s A*02, A* 04, A''0e, qui represen tent au signc prfes dans 
le Tableau VIII les corrections do ©3, ©4, ©(,. Elfoctivement, dans le 
Tableau XXI, la correction de ©2, par cxcmple, est, pour toules los 
substances, excepts pour la 3 ® espbce de flintglass, la difference qu’on 
obtient quand on retranche la quantile A^02 d’une autre quantile 
affect 4 e d’un signe contrairc, on sortc quo les valeurs numeriques de 
ces deux quantiles s’ajoutent pour former cello de la correction do ©j. 
Au restc, les plus grandes des valeurs numeriques des corrections de 
©a. © 4 » ©6 exprim6es cn millionifemes dans le Tableau XXI, ou les 
quantitSs 

0,000122, 0,000l38, 

sont encore inf^rieures au nombre 

0,000159, 

qui repr6sente la plus grande des valeurs numeriques des variations 
de ©,• comprises dans la 7® ligno horizontale du Tableau VII du § VI, 
et, par consequent, se trouvent renferm6es entre les limites que corn- 
portent les err^ur? d’pbservation. 
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§ VIII. — Remarques sur les rdsuUats obtenus dans les paragraphes 

prdcddents. 

En etablissant les formules a I’aide desquelles ont et§ calcules les 
nombres que renferment les divers Tableaux des deux derniers para- 
graphes, et specialement le Tableau VIII du § VII, nous avons suppose 
que, dans chaque substance, I’elasticite de Tether restait la meme en 
tons sens, ct qu’en consequence les milieux traverses par la luraiferc 
etaient du nombre de ceux qui offrent les phenomfenes de la refrac- 
tion simple. Dans cette supposition, les quatre quantiles dont sc 
composent les valours corrigees de 0,', c’est-k-dire les quantiles desi- 
gnees dans le Tableau VIII du § VII par 

(I) 0, s;, 

doivent, comme on Ta dit, former generalement, abstraction faite 
de leurs signes, une suite decroissante. Mais nos formules pour- 
raient cesser d’etre rigoureuseinent applicables si Tune des sub- 
stances possedait, meme a un faiblo degrk, la propriete de faire 
subir aux rayons lumincux une refraction double, et alors la condi- 
tion ci-dcssus enoncee, savoir que les valeurs numeriques des quan- 
lites (i) ferment une suite decroissante, pourrait cesser d’etre veri- 
fi6c, surtout pour la substance dont il s’agit. Or, dans le Tableau VIII 
du § VII, la seule substance pour laquelle la condition enoncee ne 
soil pas toujours remplie est Thuile de terebenthine. Done Tinspec- 
tion de co Tableau nous conduit k penser que, si Tune des substances 
employees par Frauenhofer produit k un faible degre la double refrac- 
tion, ce doit etre Thuile de terebenthine. Effectivement, M. Biot a 
reconnu que le plan de polarisation d’un rayon lumineux, et par suite 
le plan mene par le rayon et dans loquel se deplacent les molecules 
d’ether, change plus ou moins de direction lorsqu’il a traverse uno 
coucho plus ou moins epaisse d’huile de terebenthine; ot cette obser- 
vation, comme nous le verrons plus tard, prouve que Thuile de tere- 
benthine possfede, quoiqu’k un faible degre, la propriete d’etre dou- 
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blement refringente. Si, en raison de cette circonstance, on exclut 
I’huile de ter^benthine des calculs relatifs a la determination des 
valeurs corrigees de ©,•, alors, k la place des Tableaux II et suivants 
du § VII, on obtiendra ceux que nous allons former. 

D’abord, si des sommes representees dans le Tableau II (§ VII) par 

2'A0/ et 2'S'A0i 

on retranche les valeurs de 

A0/ et S'A0i 

relatives a I’huile de terebenthine, on obtiendra pour ces m6mes 
sommes et pour p,- de nouvelles valeurs qui seront fournies par le 
Tableau suivant. 

TiBLEiU I. 

Valeurs de |3<. 


L 

1. 

2. 

3 . 

4. 

5 . 

6. 

7 . 

a'KS'A'B/. 

S'A0,- 

0,401707 

0,355122 

0,229239 

0,066248 

-0,080239 

-0,361175 

-O3G10898 

2,104628 

L(±S'A0i).., 

6039094 

5508775 

3602886 

8211728 

9043855 

5577177 

7859688 


Ks'S'Ae,-)... 

3 a 3 i 754 

3281754 

3231754 

3281754 

3231754 

3281754 

328x754 


L(+pi) 

2807340 

2272021 

0871132 

4979974 

5812101 

2845428 

46 a 7934 

S' ft/ 

h 

T), 190868 

0, 168734 

0,108921 

o,o 3 i 477 

-o,o38i25 

"0,1716x0 

-0,290264 

"> 99999 !) 


Si maintcnant on joint les nouvelles valours do p,- aux valours do 
S'A0i que pr6sente le Tableau II du § VII, on deduira successivemont 
des formules (4), (3) et (i) de ce m6me paragraphe les valeurs des 
quantit6s 

A>0i, y,; SJ, A*0i, 9?, A*0, 

comprises dans les Tableaux que nous allons tracer. 
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Tableau 111. 

Valeurs de A®6/ et de di 
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000 
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000 
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000 


CO liN l-N 

>0 Cfl o 
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000 


In 00 00 
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o 8 8 
a o o 
000 
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: § 8 S 

• •«0 *0 ■'QJ 

g I'i* I 

W M c!l ro 


(3^1 -stmiSinna 


^ : I 
III 
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I "'I I I 

- 99 mtno$ %n 


L(4-X 4 * 0 /) 7323 g 38 522444 *^ 5024271 o334238 525 o 44 B 1103897 3222193 2951271 

L{S*S* 4 * 0 f) 2931271 2931271 2931271 2931271 2931271 2951271 2931271 

437^6^7 2273171, 2073oooj 7382967 2299177 8154626 0270922 82+ §3+ §6+07 81+84+85 S8; S"'o/ 

-0,2737! 0,1688. 0,16124 -0,0547 --OJ1698 0,0654 0,1064 o, 5 oi 8 -o, 496 ^i 0,004 i>oooo 














Valeurs de 0, 2r'-, 2rJ, 0/ — A*0j- et A*0i. 
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Pour abreger, nous avons omis ici les Tableaux analogues aux Ta- 
bleaux III, V et VII du § VII, c’est-a-dire ceux qui servent a deter- 
miner les valeurs de 

A*©;, &;?, A*©;. 

K 

Au reste, I’exactitude de ces valeurs peut 6tro ais6ment verifiee a 
I’aide des seuls Tableaux que nous venons de presenter. Ainsi, en par- 
ticulier, pour obtenir les valeurs de 

Cft OfV* Offit 

relatives a I’eau (i™ serie), il sufBra d’ajouter respectivemcnt aux 
logaritbmes de 

Pij yu 

pris dans les Tableaux I, II et III, c’esl-a-dire aux nombres 
S807340, 2296904, 4372867, 
les logarithmes des valeurs de 

-S'A0„ S"A*©„ S'A’©,- 

relatives kl’cau ( 1 “ serie), pris dans ces memes Tableaux et dans le 
Tableau II du § VII, e’est-k-dire Ics nombres 

8696355 , 558g484, i8i8436. 

Les sommes form^es, comme on vient do le dire, savoir 
i3o37o5, 7886388, 6191103, 

repr^isenteront les logarithmes decimaux des nombres 
o,oi4i37, o,ooo6i5, o,oooo42, 

qui, pris avec le signe — , offriront prkeis^ment les valours de 

Oflf OrW 

inscrites dans le Tableau IV. 11 sera d’aillours facile de verifier, k 
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I’aide de ces valeurs, celles que nous avons assignees a 

A«0i, A*0„ A*0i; 

car on tirera des equations (i) du § VII, en ayant 6gard au Tableau II 
de ce meme paragraphe, 

A*0j = A0i — &!=— o,oi48i4-t-o,i4i37 = — 0,000677, 

A’ 0 i= A* 0 i — Sj = — 0,000677 + o,ooo 6 i 5 = — 0,000062, 

A*0i = A*0i — ^7 = — 0,000062 + 0,000042 = — 0,000020. 

Dans le Tableau IV, ainsi qu’on devait s’y attendre, les valeurs nu- 
meriques des quatre quantites 

0 , 2r; 

forment, pour chaque substance et pour chaque rayon, une suite de- 
croissante. Les valeurs corrigees de ©,• ou les valours de 

0/ — A‘0„ 

que fournit ce m4me Tableau, sent toutes comprises dans les for- 
mules (ii) ou (16) du § VII, desquelles on pout les d^duire, cn sub- 
stituant aux quantites 

0, iit = S'A©f, !ii = S''A*0,, iu = S"'A»0, 
et 

P/, yo 

les valeurs que nous venons d’employer, et qui so trouvont reunies 
dans les Tableaux V ct VI. 

Quant aux valeurs des trois sommes repr 6 scnt 6 cs dans la forniub^ 
dont il s’agit par les notations 

S'-y,, S*'y„ 

on les d 6 duira sans peine des formulcs ( 6 ) du § VII, et Ton Irouvera 
/ S“’Pf= 0,430662 — 0,669337 =— 0, 138676, 

(a) I S''y, = o,3i578o — 0,684219=— 0,368439, 

( 9 ''y,=: 0,29026 —0,70974 =—0,41949. 



Valeiirs de 
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Aux valeurs corrigees de 0;, fournies par le Tableau IV et repre 
sen tees par 

0i- A‘0;, 


correspondront des valeurs corrigees de 6, que nous represenlerons 
encore par 

di-m, 

et dans lesquelles on determinera A^O,- avec une approximation sulli- 
sante a I’aide de la formule (i3) du § VII. Effectivemcnt los valours 
de A^Oj-ainsi obtenues, et inscrites dans le Tableau suivant, verificnt 
sensiblement la double condition de fournir, pour les quantites (i5o) 
ou pour les quantites (i5i) du §VI, quatre valeurs ^galcs au signe 
pr^s, mais alternativement affectees de signes contraircs. 


Tabieah VII. 

Valeurs de A‘ 5/, ... ejiprim4es en millioniemes. 



EAU. 

K aj* 

CROWNGLASS. 


FLINTGLASS. 



‘C 

(fl 

2^ 


b| 
3 S' 

O o 
09 rs 

CJ 

u 

•9 

Pi 

s 

V 

*9 

a, 

tn 

o 
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O) 

CJ 
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-4 

7 

-i8 

t3 

8 
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A *03 

0 

3 

0 

-4 
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— 18 

-4 

2 

3 


—5 . 

5 

0 

I 

-—7 


—8 

B 

— 2 

-2^> 

2(> 



A^Os 

i3 

i 

-4 

— 13 

/ 

n 

H 

— I 

— () 

4 

12 


A *03 

-7 

-7 

5 

i6 


1 1 

-9 

iC 

2 

It 

—20 



-6 

7 

0 

.^3 

8 

--5 

9 

— 10 

-(5 

—22 

*^■9 

A* 0i H- A*0j|. . . 



■1 

3 



— 10 

ti 

() 

2 /| 

— :k> 

A^OsH* A*0j.. . . 



0 

—3 



9 

— 10 

-0 
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f) 
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Aureste, les valours de inscrites clans le Tableau precedent, 
different tres peu de celles que fournissait le Tableau XII du § Vll. 
En effet, les differences entre les unes et les autrcs, etant exprimees 
en millioniemes, sent telles que les offre le Tableau suivant. 


Tableau VIIL 

Differences entre les valeurs de A‘0/ obtenues dans les §§ VIII et VII. 



EAI3* 

SOLUTION 
do polQsse. 

CROWNGLASS. 

FLINTGLASS. 
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-3 
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—2 

m 
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— I 
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5 

— 10 

— 2 

5 
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— 2 

0 

-3 

-1 

-^8 

i4 

4 

—8 

-4 

B 

» 9 * • 

— t 

2 

0 

3 

4 

■i 

— 10 

-3 

4 

2 

B 

5 

0 

0 



—2 

—2 

3 

I 

—I 

0 

—2 

6 

— 1 

2 

B 


3 

5 

-7 

—2 

3 

I 

4 

7 

0 

0 

T 

0 

0 


3 

I 

—2 

0 

— a 


Done ces differoncos sont generalemont tros petites ct inferieures ou 
toulau plus egalcs a lo millionibnies, si Ton en exceptc une qui s’e- 
levo a i4 millioniemes sculcmont. 

En rotranchant les valours do A*0/ fournies par lo Tableau VII des 
valours de 0/ donnoos par le Tableau I du § VI, ct rcmplagant les deux 
valeurs d’uno m6mc quantitc qui correspondent aux deux sdrics d’ex- 
pdrieneos faites sur I’eau ou la troisifeme ospbee de flintglass par la 
moyenne arithmbtique.ontre cos deux valeurs, on obtiendra les valeurs 
corrigbes do 0; ou, on d’ autrcs termes, les valeurs de 


inscrites dans le Tableau suivant. 
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Tableau IX. 
Valeurs de 8i—A^6i. 



EAU. 

SOLUTION' 

de 

potaasc. 

CROWNGLASS. 

rUNTGLASS. 

!'• esp 6 cc. 

2 * csp 6 ce. 

3* osp 6 ce. 

V * cspllce. 

wm 



ei— A^Oi. 

1,330963 

1,399624 

I ,624301 

1,525837 

1,554775 

I , 602034 

1,623572 

1,626574 

1,627766 

Ofl— 

1, 331705 

1, 400619 

I , 625307 

1,526853 

1,555926 

I , 6 o 38 i 8 

1 ,625464 

1,628461 

I ,629694 

fig — A^Oj. 

1,333576 

1 , 409-805 

1,027986 

1 , 529572 

1,559087 

1,608477 

I , 63 o 6 o 3 

1,633668 

r , 635 o 33 

64—4*64. 

I , 33585 o 

i,4o5632 

I, 531871 

I, 533012 

I, 563 146 

1,614540 

1,687348 

i, 64 o 533 

1 ,04199^^ 

65-4*65. 

1,337796 

1,408086 

1,534350 

i, 536 o 4 i 

1,566746 

1,620043 

1,643472 

I ,646760 

1,648269 

66-4*65. 

1,341285 

1,412574 

1,539892 

1,541676 

1,573524 

1,630781 

1,655390 

1,658842 

I ,C 6 o 3 o 5 

67-4*6,. 

1,314169 

1, 4 1 6368 

1,54 {687 

1,546558 

1,579475 

i, 6 io 364 

I ,666082 

1,669697 

I ,671033 


D’apres ce qui a ete dit, les valeurs corrigees de 0,-, reprcscntecs ici 
par 9, — A*6/, doivent meriter plus de confiance quo les valeurs de 0/ 
fourniespar les observations, ou meme que les valeurs dc 0, — A'O; 
calcul^es dans les §§ VI et VII. 


§ IX. — Sur la propagation de la IwnUre dans les mUieuoc ou sa vilesse 
reste la mAme pour toutes ks couleurs. 

On no peut douter que, dans le vide, c’est-a-dirc dans cet espac(( 
dont r^tendue effraye I’imagination ct au travcrs duquel les rayons 
des astres parviennent jusqu’a nous, la vilcsso de la lumiere n(( rost(' 
la m6me pour toutes les couleurs. Autremcnl les ctoilcs nous apparai- 
traient, non plus comme des points brillants, mais comme des bandes 
lumineuses et tr6s'6troites qui offriraient k nos youx les diverses 
nuances du spectre solaire. Ainsi le fluide eth6r4, lorsqu’il ost scul, et 
que sa constitution naturelle n’est pas modifi^e par la presence des 
corps ponderables, a la propriete dc transmctlrc avec la m6mc vitCB8(! 
les rayons diversement colores, par exemplc les rayons rouges et les 
rayons violets. II y a plus : Tether parait conservcr encore cette pro- 
priete lorsque ses molecules se trouvent en presence de celles d’un 
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corps gazeux; du moins jusqu’k ce jour on n’a pu decouvrir dans les 
gaz aucune trace de la dispersion des couleurs. Done, sous certaines 
conditions, la vitesse de propagation de la lumifere, ou la quantite 
representee par iQ, dans le § II et les suivants, doit devenir ind4pen- 
dante de I’epaisseur I des ondes lumineuses. En d’autres termes, les 
formules (i) et (3) du § III, savoir 

(t) S2T = / 

et 


( 2 ) 8 = A-£2, 

doivent, sous certaines conditions, fournirpour la duree T des vibra- 
tions lumineuses une valeur proportionnelle k /, et pour la quantite 


une valeur proportionnelle k celle de 


(4) 


, 2TC 


C’est de la recherche de ces conditions quo nous allons maintenant 
nous occuper. 

Considerons des vibrations lumineuses propagees dans le vide, ou 
gdneralcment dans un milieu ok Tklasticitk de I’kther reste la mcme 
en tons sens. Alors les quantit6s $ Gt k scront liees entre elles par la 
Ibrmule (79) ou (80) du § III. On pourra mkmc debarrasser cette for- 
mule de Tangle a, en ayant kgard aux equations (5o) et (5i) de la 
page 232, et k Tkquation identique 

(5) cos*a-4-cos*P'4-cos*y = i. 

EfFectivement, en vertu de cette dernikre, et en 6tendant les. sommes 
indiqu6es par le signe S k toutes les valeurs paires de X, [i, v qui v6ri- 
hent la condition 



OJiupres U, t. X. 


5j 
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on trouvera 


(7) 


S f(r)] = S (r) (cos*« + cos*^ + cos*y )“] 

1.2.3. ..n 


-1 


j(7.2...'-)(l.2...0(l.2...^-) 


{(r) cos^acosl‘Pcos''y]|, 


puis on conclura de I’^uation ( 7 ) combin^e avec la formule (5o) du 

§111 


(8) 8 [iMr*®-' f (/•)] = ' S [/rar*®-* f(r) cos*® 

l*0«iL}*«t^!2 /J*”1 1 


A ft V I 

I 1 . 2 ...- 1 , 2 ...- 1 . 2 ...- I 

La a 2 J 


D’ailleurs, en designant par x, y, z des variables quelconques, on 
aura, en verfu d’une formule connue, 


1 {X + 1 )...(\+ ^ -ij y(y4.i)...^y4- 1 j z(z-|-l)-..(a+ J -l) j 


\ 

1 , 2 ... - 
2 


1 , 3 ..,- 


1 . 2 . , . 


= (x+y+^)f^-^-y+z+o...(x+y4- 2+^—1) 

1,2.3. ..n ’ 

puis on tirera de cette derniere equation, en y posant 

x=y=z=i 

et multipliant les deux membres par 2 ", 

(9) 2 


1.3., .(X — i) — i) 1,3., .(v — i)l _ 3.5..,(2/2— i)( 2 /i + i) 

1 . ij. V i.2.37r/i 

1 . 2 ..,- 1 . 2 ... i- 1 , 2 .,.-" 

2 2 2 


Done la formule ( 8 ) donnera 

S f(r)] =: (an + 1) 8 f(r) cos*^ u] 

et, par suite, 

( 10 ) S[mr»«-»f(r)cos*««]i- — /(r)], 



NOUVEAUX EXERCICES DE MATRfiMATIQUES. 403 

Pareillement, on tirera de la formule (5) jointe a I’equation (5i) du 
§III 

(n) S[mr*''-3f(r)cos*'*a]= — — S[mr=“->/(r)]. 


Cela pose, la valeur de d^terminee par Tequation (8o) du mfime 
paragraphe deviendra 


j *’= *’ s 1 S ['<’•> 1 /('•)] j - *• s|t: 5^ [«'•) + i /('•)]! 


(I2) 


D’autre part, comme la formule (i3) du § I donne 
(i3) f{r) =rt'{r)-i(r), 

on aura g4n6ralement, pour une valeur quelconque du nombre en- 
tier n, 




fin i'(r) + (an + a)r*"~‘ f(r) _ i 

a /I ■+■ 3 "+• 3 ) 


dJ' ’ 


et, on cons6quence, I’^quation ( 12 ) pourra 6trc r^duito a 

2— I ^ s j I _ i c 1 2! 

5 1.2.3 jr* dr I 7 I.2.3.4.5 ° j dr 

^ ' ** s I - i 4. 

■^9 i.2.3.4.5.6.7'’|r* dr P"- 


(i4) 

Enfin on a 6vidomment 


1 A«r‘ 

j 

5 1.2.3 

7 I. a. 3. 4. 5 

dl 

A*r* 

r \ 

y,i.a.3.4>5 1 




‘siiiAr 

a 

r 

_kr V 

~~ k* 

dr 


k*r» 


k*r» 


A»r8 \ 

4. 5. 6. 7. 8. 9 "’) 


dr 


cos kr ■ 


sinAr , t ,, A 



404 NOUVEAUX EXERCICES DE MATH^IMATIQUES. 
Done la fomule (i 4 ) pourra s’ecrire comme il suit : 



Au reste, laformule (i 5 ), comme nous le prouverons dans un autre 
Memoire, pourrait encore se d^duire immediatement de la for- 
mule (79) du § III. 

Les formules (79) et (80) du § III, ou la formule (i 5 ), a laquellc 
on pent les rMuire, se rapportent au cas oii, les conditions (48), ( 49 ), 
(5o), (5i) (§ III) se trouvant remplies, la propagation de la lumifere 
s’effectue de la mSme maniere en tons sens; et nous devons ajouter 
que ce phenomfene, qui a rigoureusement lieu dans le vide, subsiste 
approximativement dans les divers milieux, puisque, dans les corps 
doues de la double refraction, la difference entre les vitesses de pro- 
pagation des rayons ordinaire et extraordinaire est generalement fort 
petite. Or les conditions que nous venons de rappeler so verifient tou- 
jours, comme il est facile de s’en assuror, lorsque, dans les sommes 
indiquees par le signe S et qui sont de I’une des formes 

f(r) cos^'a cosi^p cos^’y], S [;«/•*'*-»/('■) cos’-a cosf^P cos'’y], 


les sommations relatives aux angles a, p, y, compris entre le rayon 
vecteur r et les demi-axes des coordonnees positives, peuvent 6tre 
remplac6es par des integrations aux differences infiniment petites ot 
relatives a deux angles auxiliaires p, g lies aux trois premiers par los 
equations 

(16) cosa = cos/?, cos p = sin/> cosy, cosy = sin^ sin y, 

Tangle p etant celui quo forme le rayon vecteur r avee un axe fixe, ct 
Tangle q celui que forme un plan fixe mene par Taxo fixe avec le plan 
mobile qui renferme le mSme axe et le rayon r. Il est done njiturel do 
penser qu’on obtiendra une premifere approximation des mouvements 
de Tether dans tons les milieux, et probablement avec une grande pre- 
cision les lots de son mouvement dans le vide, si Ton change les som- 
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mations doubles relatives aux angles p, q en integrations doubles, ou 
meme les summations triples relatives aux variables p, q, r en integra- 
tions triples, Alors, en designant par p la densite de Tether au point 
avec lequel coincide la molecule m; par m une seconde molecule dont 
les coordonnees polaires soient p, q, r; par F(r) une function du rayon 
vecteur r qui s’evanouisse pour /•=oo, et par u le rapport de lacircon- 
ference au diametre, ou le nombre 3,i4i59265. . on trouvera 

I / / pr*F(^r)siiipdrdqdp, 

/•„ *>'0 

le signe S s’etendant, dans le premier membre de Tequation (i8), k 
toutes les molecules m distinctes de m, et 




representant deux valeurs dc r, dont la premibre suit nulle ou bien 
cquivalente a la plus petite distance qui separe deux molecules voi- 
sines d’ether, la seconde infinie ou du moins assez grande pour que, 
dans Texprcssion 

S[/nF(r)], 

la somme des termes correspondants k dcs valeurs plus considerables 
do r puisse etre neglig6e sans erreur sensible. Comme on aura d'ail- 
leurs 

I sinprf/> = a, / .dq = 2T(, 

0 ‘'O 

0-n pourra, en supposant la densite p constante, reduire la for- 
mule (17) k 

(i8) 8[/ra F(r)] =47tpjf r*F(r)afr, 

et par suite Tequation (x 5 ) donnera 


(19) 


V/-. 


, sin kr 

cos kr ; h 

kr 


F*’ 


dr 


dr. 
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Or, pour de tres grandes ou de trfes petites valours do r, le produit 

) I • cosA’/’ sinArr _ i _ i , 

[ ~ 3^ k- k^r ~5 1.2.3 7 1 . 2 . 3. 4-5 ’ 


d6veloppe on un trindme ou on une serie ordonnee suivanl les puis- 
sances ascendantes de r, pourra 6tre remplace sans erreur sensible 
par le premier terme de son d^veloppement; et ce premier terme, 
vis-a-vis duquel tous les autres pourront ^tre negliges, sera, pour de 


trfes grandes valours de r, 



et, pour de trbs petites valeurs de r, 


I /l-v* 
5 1.2.3 



Done la formule (19) donnera sensiblement 

( 21 ) ^*=^[r*f(r„)-iA-V*f(ro)j. 

Supposons maintenant ro = o, r^ = oo. L’equation (21) fournira pour 
une valour finie, positive et differente de zero, dans deux cas dignes 
de remarque, savoir : 1° quand le produit 

( 22 ) r*f(r) 

se r^duira, pour une valeur infiniment grande de la distance r, k une 
constants finie et positive; 2® quand le produit 

(23) r‘f(r) 

se rMuira, pour une valeur infiniment petite ,de r, k une constanje 
finie mais negative. Le premier cas aura lieu, par exomple, si Ton sup- 
pose 

( 24 ) • 
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G designant une constante positive, et alors la valeur de r^duite h 

(25) s’=^pG, 

deviendra independante de la quantite k. Pareillement, le second cas 
aura lieu si Ton suppose 

(26) 

H designant encore une constante positive, et alors la valeur de s, de- 
Icrminee par I’equation 

(»7) 

deviendra proportionnelle k &. Comme d’ailleurs le produit 

(28) inmf(r) 

represente Tattraction ou la repulsion mutuelle des deux molecules in, 
m, la quantity f(r) 6tant positive lorsque les masses m, m s’attirent, 
et negative lorsqu’elles se repoussent; il r^sulte des formules (24) et 
(aS), ou (26) et (27), que la quantity s deviendra indkpendanlc de k, 
si deux molecules s’attirent en raison inverse du carr6 do la distance 
qui les s^pare et proportionnelle a k, si deux molecules sc repoussent 
en raison inverse de la quatrifeme puissance de cette distance. Au 
restc,*pour obtenir laformule (aS), il ne sera pas absolument nkces- 
sairo d’attribuer k la fonction f(r) la forme que presente I’equa- 
tion (24), ct il sulfira, par exemple, de supposer 

(29) = 

S(r) 6tant une nouvelle fonction qui se r^duise k G pour r = qo, sans 
devcnir iniinie pour r~ 0. Pareillement, pour obtenir la lormule (27), 
il suffira do supposer 

(30) = 
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^(r) etant une fonction de r qui se reduise a H pour r = o, sans 
deVenir infinie pour r = m. C’est ce qui arriverait, en particulier, si 
Ton posait 

= ou J(r) = He-“'’cos6r, 


et, par suite, 

( 3 i) f( 0 =- 


He-" 


ou 


, He-‘*''cos6r 

f(^)= ’ 


a, b d^signant des constantes reelles dont la premiere serait posi 
tive, etc. 

Dela formule (27), combinee avec la formule (2), on tire 
( 32 ) 


En vertu de cette dernifere, la vitesse de propagation £2 des vibrations 
moleculaires devient independante de la duree de cos vibrations. On 
pent done consid^rer la formule (27) comme propre k representor la 
loi de propagation de la lumikre dans le vide ou m 6 me dans Ics gaz; et 
alors Taction mutuelle de deux molecules d’ 6 ther doit prendre Tunc 
des formes qui r^pondent k Tequation (27), de telle sorte quo, dans 
le voisinage du contact, cette action soit rdpulsive et rdciproquement pro- 
portionneUe au bicarri de la distance. 

Roemer et Cassini ont remarqu 6 , les premiers, quo Ics 6 clipses des 
satellites de Jupiter, calculees d’aprks les observations faites pour une 
distance donnee de cette plankte k la Terre, cessaient d’etre aperQues 
aux 6 poques d^terminees par le calcul lorsquo cette distance venait k 
croitre ou k diminuer. En comparant Tavanco ou le retard qui avait 
lieu dans Tobservation de chaque kclipse avec la diminution ou Tac- 
croissement de la distance des deux planktes, ils en ont conclu quo la 
lumikre emploie ou 493 secondes sexag^simalcs de temps pour 
parcourir un espace 6 gal au rayon moyen de Torbite terrestre, e’est- 
k-dire 39229000 lieues de 2000 toises chacune ou de 389807318®. 11 
en results que la vitesse de propagation de lalumikre estde 79 752 lieues 
ou environ 810177 5 oo®. Done, en prenant le mbtre pour unit 6 de Ion- 
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gueur et la seconde sexagesimale pour unite de temps, on aura, dans 
les formules (2) et (82), 

( 33 ) £2 = 3 to 177600 et L £2 = 8,49i6io3. 

Cela pose, I’equation (82) donnera 

(34) pH = 22 968(10)“ environ. 

La valeur du produit pH d6terminee par la formule ( 3 o) 6tant trfes 
considerable, il est necessaire qu’au moins Tun des facteurs de ce pro- 
duil soit un trfes grand nombre. D’ailleurs, si, pour plus de simplicite, 
on suppose que les masses de toutes los molecules d’ether soient 
egales entre elles, et si Ton prend .alors la masse d’une molecule pour 
unit6 de masse, le facleur H repr^sentera I’intensit^ de la repulsion 
qu’oxerceraient. Tune sur I’autre, deux molecules d’ether placees a 1“ 
de distance, dans le cas oh Ton etendrait a des distances quelconques 
la loi de repulsion determinee par la formule (26), et ci-dessus eta- 
blio pour de tr'es petites distances. Or nous n’avons point de raisons 
de croire que le facteur H ainsi defini ait une valeur considerable. 
Nous devons plutot penser qu’il ofFre une valeur trfes petite, ou, en 
d’autres termes, quo la vitesse propre k mesurer la force repulsive 
dont il s’agit, e’est-k-dire la vitesse communiquec par cette force dans 
la prcmi'erc seconde sexagesimale k chacuno des deux molecules 
prises dans I’etat de repos, et placees cn presence Tune do I’autre a 
1“ de distance, serait une vitesse trks peu eonsiderable, en vertu de la- 
quollo chaque molecule ne parcourrait en une seconde de temps qu’un 
espaco ropresente par une tr6s petite fraction du raktre. Mais il est 
essentiel d’ajouter que, dans I’hypothkse admise, la densite do Tether 
ou le facteur p so reduira au nombre des molecules etherees comprises 
sous Tunite do volume, e’est-k-dire sous lo volume de i“®. Cela pose, 
do Tequation ( 34 ), presentee sous la forme 

(35) p = 22 968(10)“ g», , 

il results seulement que, pour obtenir la millionikme partio de p, 
oRu9r»$d» c 11 , t. X. 52 
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c’est-a-dire le nombre de molecules d’ether comprises dans on 
doit repeter plus de vingt-deux mille millions de millions de fois le 
nombre vraisemblablement d6ja tres considerable qui se trouve ex- 
prime par g- 

Si Ton nomme B la densite moyenne du globe terrestre, 6valuee 
comme celle de Tether vient de I’etre, c’est-a-dire la valeur moyenne 
du nombre des molecules de matibre ponderable comprises dans ce 
globe sous le volume de i“®, et G la valeur moyenne de I’attraction 
qu’exercent Tune sur Tautre deux de ces molecules, placbes a 1 “ de 
distance; le rapport 

G 

7 ^ 


representera Taction des memes molecules placees a la distance r; et, 
comme, en nommant % le rayon moycn de la Terre, on trouvera le vo- 
lume du globe terrestre scnsiblement bgal a 



Tintensitb g de la pesanteur b la surface de la Terre aura pour mesuro 
le produit des trois facteurs 

iP’ T*' 

On aura done 


( 36 ) 



De cette dernibre formule, combinee avec Tbquation (Sa), on tirera 

Os 11 

(87) pH = io~lIIG. 

§ 

D’ailleurs, en prenant le mbtro pour unit6 do longueur et la socondo 
sexagbsimale pour unitb de temps, on a trouvb, k TObservatoiro de 
Paris, 


^=9,8088, 
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et le rayon moyen de la Terre, exprime en metres, est environ 

U = 6 366 745. 

Par suite on tirera de I’equation ( 36 ) 

( 38 ) BG = 0,0000003678 
et, de I’equation (37), environ 

(39) pH = 62448 (io)«BG. 

Comme le nombre des molecules du globe comprises sous le volume 
d’un mfetre cube ne peut 6 tre suppose que trfes considerable, il r^sulte 
do I’equation ( 38 ) que I’intensite G de la force qui represente I’at- 
traction de deux de ces molecules placees h un mfetre de distance doit 
fitre fort petite et de beaucoup inferieure k 

c’est-a-dire a un millioni^me. Quant a I’equation (39), elle donnera 

(40) ^ =62448(10)'* 

ct Ton en deduira une trks grande valour du rapport k moins toute- 
fois de supposer, ce qui n’est gukre probable, que la repulsion H de 
deux molecules d’^ther transportecs k un mktre de distance, sans que 
la loi do repulsion so trouve alter^e, surpasse extraordinairement 
Tattraction G de deux molecules ponderables placees k la mSme 
distance. En rejetant cettc dernikre hypothfese et supposant au con- 
trairo Ic nombre H comparable au nombre G, on conclura de la for- 
mule (40) quo, dans un espace qui renferme seulemont quelques 
molecules do matifero ponderable, les molecules d’ether se comptent 
par mille millions de millions. On peut dire en ce sens que la den- 
site do rethor est considerablement superieure k celle des gaz, des 
liquides ou meme des solides. Mais cette proposition cesserait d’etre 
exacte, et Ton pourrait m'eme soutenir la proposition contraire si I’on 
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prenait pour mesure de la densite le poids des molecules comprises 
sous I’unite de volume, au lieu du nombre de ces molecules. 

Si Ton applique la formule (Sa) a la propagation de la lumiere, non 
seulement dans le vide, mais aussi dans les milieux oil I’on n’apergoit 
nulle trace de dispersion, par exemple dans I’air atmosph^rique, si 
d’ailleurs on nomme 

p' et £i' 

ce que deviennent la densite p de Father et la vitesse Q de la lumifere 
quand on substitue Fair atmosph^rique au vide, ouplus generalement 
le nouveau milieu au vide, on aura simultanement 


et, par suite, 
(40 


a==gpi, 




p' ~ p v? v/p 


En vertu de cette dernifere formule, la vitesse de propagation de la 
lumiere, dans les milieux qui ne dispersent pas les couleurs, serai t 
proportionnelle h la racine carr^e de la densite de Fether dans ces 
memes milieux. 

D’ailleurs, si Fon nomme 0 Findicc de refraction do la lumiijre pas- 
sant du vide dans le milieu que Fon considbre, on aura [wir la for- 
mule (8) du § VJ] 

( 42 ) £i'r= 

et par suite la formule (4i) donnera 



Or, comme Findice de refraction 0 surpasse toujours Funitc, la valeur 
de p' dbtermin^e par Fbquation (43) sera toujours inf6ricure k celle 
de p. Ainsi Fapplication de la formule (Sa) aux divers milieux qui ne 
dispersentpas les couleurs nous conduit k supposer que la density de 
Father, ou le nombre des 'molecules '^tyr^es comprises sous FuniU 
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de volume, est plus considerable dans le vide que dans tout autre 
milieu. Au reste, en vertu de la formule ( 43 )» diminution de den- 
site de Tether, quand on passera du vide dans un gaz quelconque, 
devra Stre g6neralement fort petite, attendu que, pour tous les gaz, 
Tindice de refraction 6 differe trfes peu de Tunite, et que pour cliacun 
d’eux la valeur de 6 — i fournie par Tobservation ne s’est jamais 
elev6e a i6 dix-milliemes. 

L’indice de refraction de Tair atmospberique peut 6tre determine 
directcment pour une temperature donnee et sous une pression 
donnee. C’est ce qu’ont fait MM. Biot et Arago, qui ont trouve cet 
indice egal a 1,000294 pour la temperature zero et sous la pression 
rcpresontee par une colonne de mercure de 76 centimetres de hau- 
teur. On peut aussi deduire le meme indice des observations astrono- 
miques, et Ton trouve alors pour sa valeur moyenne le nombre 

1,000276. 

En multipliant par cc dernier nombre les diverses valeurs de 4 que 
fournit le Tableau 11 du § VI, c’est-a-dire les 6paisseurs des ondes 
lumineuses mcsur6es dans Tair et correspondantcs aux rayons 

B, C, D, E, F, G, H 

do Frauenhofor, on obtiendra los epaisseurs de ces ondes dans le vide, 
tellcs quo les presents le Tableau suivant. 

Tableau I. 


lipaisseur des ondes dans le vide, en dix-millionUmes de millimetre. 



1 = 1. 

■ 

■ 

i = 4. 

■ 

1 = 6. 

B 

Valours do h dans I’air. . 

(•>878 


5888 

5260 




Logarithmes 

000276) 

8ommos.. . 

8374930 

0001198 

8172000 

0001198 

769947*5 

0001198 

7209611 

0001198 

685og86 

0001198 

0325176 

0001198 

5941557 

0001198 

8376128 

8173198 

7700674 

7210809 

6852184 

6326874 

5942755 

Valours deli dans lo vide . 

6880 

0566 

588g 

5261 

4844 

45^9'-^ 

3929 
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Ainsi les epaisseurs des ondes lumineuses sont un peu plus grandes 
dans le vide que dans Tair. Mais, tandis que Ton passe de I'air dans le 
vide, la variation de I’epaisseur d’une onde ne sAlfeve point an dclii 
de 2 dix-millioniemes de millimetre, et reste toujours inferieure k 
3 dix-milliemes de cette meme epaisseur; d’oii il r^sulte que la varia- 
tion dont il s’agit pourrait etre negligee comme comparable aux 
erreurs des observations qui ont fourni les valeurs de /,• exprimees 
en cent-millioniemes de pouce et inscrites dans le Tableau II du § VI. 

En joignant le Tableau qui precede aux formulas (i), ( 2 ), (3), (4) 
et a lAquation (33), prenant toujours le mfetre et la seconde sexage- 
simale pour unites de longueur et de temps, effectuant les calculs par 
logarithmes et designant par 

(44) N = i 

le nombre des vibrations lumineuses qui se succfedent I’unc a I’autro 
dans une seconde do temps, on obtiendra sans peine, pour les rayons 

B, C, D, E, F, G, H 

de Frauenhofer, les valeurs de 

k, T, N et s 

et de leurs logarithmes, donn^es par le Tableau suivant. 
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Tableau IL 

Valeurs de A:, T, N, s. 


INDICATION DES RAYONS. 

B. 

c. 

D. 

E. 

F. 

G. 

H. 

L/ 

8876128 

8178198 

7700674 

7210809 

6852184 

6826874 

5942755 


Lfi) 

1628872 

7981799 

1826802 

7981799 

2299826 

7981799 

2789191 

7981799 

3147816 

7981799 

8678626 

7981799 

4057245 

7981799 

\W 

L(2ir) 



Logarithme de A = ^ . 

9605671 

9808601 

0281125 

0770990 

XI 29615 

1655425 

2089044 

LZ 

8876128 

4916108 

8178198 

4916108 

7700674 

4916108 

7210809 

4916108 

6852184 

4916103 

6826874 

49x6108 

5942755 

4916108 




Logarithme do T = • 

3460025 

8257095 

2784571 

2294706 

1986081 

1410271 

1026652 

Logarithme de N = i • • • 

L(27 u) 

6539975 

7981799 

6742905 

7981799 

7215429 

7981799 

7706294 

7981799 

8068919 

7981799 

8689729 

7981799 

8973348 

7981799 

0 ic 

Logarithme de f = 

4521774 

4724704 

5x97228 

5687098 

6045718 

6671528 

6955147 

- L-i 

9i3a 

■■ ■ 

9569 

10669 

11943 

12971 

14640 

16992 

1000 

^ioonnnn'13T ... 

22X8 

2117 

1899 

1696 

I 562 

i384 

1267 


1?. N 

45o8 

4724 

5267 


64o3 

7227 

7895 

(x 000000 )* 


a833 

2968 

8809 

3704 

4028 

4541 




En 6galant les nombres quc renferment, dans le Tableau 11, les quatre 
dornibrcs lignes horizontales aux produits places en avant de ces 
m6mcs lignes, on en conclut immediatement les valeurs de k, T, N, s 
relatives aux divers rayons. Ainsi, par exemple, de ce que pour le 
rayon B le produit 

12 — N 

(f 000000 )• 

ost sensiblement 6gal k 45o8, il resulte que le nombre des vibrations 
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lumineuses accomplics dans ce rayon en une seconde de temps est la 
dixieme partie de 45o8 millions de millions, de sorte que, pendant ce 
court intervalle, environ 45i millions de millions de vibrations se suc- 
cedent Tune k I’autre. Pour obtenir la durke de chacune de ces vibra- 
tions, il faudra kgaler le produit 

(joooooo)®T 


au nombre 2218 et, par suite, la duree de chaque vibration, dans le 
rayon B, sera represent^e par la fraction 


(45) 


2218 

( 1 000000)^’ 


qui est un peu plus grande que 

(46) 

^ ^ 1000(1000000)^ 

Si au rayon B on substituait le rayon C ou D, il faudrait a la frac- 
tion ( 45 ) substituer le rapport 

ou 

( 1 000000 ( 1 000000 

qui differerait encore trfes peu dc la fraction (4(5)- Done, si I’on par- 
tage une seconde de temps en 1000 millions dc millions do parties 
egales, deux de ces parties rcpresentcront a tros peu pres la dur<ie 
d’une vibration lumineuse dans Ics rayons B, C, D places V(!rs Fextre- 
mit 6 rouge du spectre solairc. Cette duree no surpasserait que d’un 
quart environ I’une des mkmes parties dans le rayon situe vers Fex- 
tremit 6 oppos 6 e du spectre parmi Ics rayons violets. 

Les epaissours des ondcs relatives aux coulcurs principalcs du 
spectre solaire ct aux limites do ces coulcurs ont et 6 d 6 tcrmin 6 cs 
par Fresnel avec une grande precision. Cos Epaissours, exprimEos on 
millioniEmes de millimetre, sont tellcs que les prEsente lo Tableau 
suivant. 



NOUVEAUX EXERCICES DE MATH^MATIQUES. 417 


Tableau III. 

Valeurs de I, exprimees en millionihmes de millimHre. 


LIMITES DES COULEURS PRINCIPALES, 

Violet extreme 

406 

Violet indigo 

439 

Indigo bleu 

459 

Bleu vert 

492 

Vert jaune 

53a 

Jaune orangd 

071 

Orang6 rouge 

596 

Rouge extreme 

645 


GOUIEURS PRINCIPALKS. 


Violet 

423 

Indigo 

449 

Bleu 

475 

Vert 

5i I 

Jaune 

55i 

Orange 

583 

Rouge 

620 


Les valeurs prec6dentes de /, mesurees dans I’air, ne seront pas 
sensiblement alterees si Ton passe de I’air dans le vide; car ce pas- 
sage, en les faisant varier dans le rapport de i a i ,000276, n’ajoutera 
pas mfime a chacune d’elles le tiers de sa millifeme partie. En les divi- 
sant par la vitesse Q de la lumiere dans le vide, on obtiendra, pour les 
couleurs principales et pour leurs limites, les durees des vibrations de 
Tether. Ces dur6es seront comparables h Tintervalle de temps insen- 
sible qui r^sultc de la division d’une seconde sexagesimale en mille 
millions de millions do parties 6gales, et leurs rapports avec ce m 4 me 
intervalle se trouveront exprim^s par les nombres que renferme le Ta- 
bleau que nous allons tracer. 


QRuprtiS de €• — S. U, t X. 
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Tableau IV. 

Rapports erttre lesdurdesdes vibrations de V ether et la looooooooodooooo P^^^tie 

d’une seconde sexagdsimale. 


LIMITES DES COULEURS PRINCIPALES. 


Violet extreme 

1 ,28 

Violet indigo 

1, 4a 

Indigo bleu 

1,48 

Bleu vert 

',59 

Vert jaune 

E,72 

Jaune orangd 

1,84 

Orang 4 rouge 

>,92 

Rouge extreme 

2,08 


COULEURS PRINCIPALES. 


Violet . 
Indigo. 
Bleu... 
Vert... 
Jauno.. 
Orang6 
Rouge . 


1,36 

1,45 

1,53 

1,65 

1,78 

1,88 

2,00 


En divisaat I’unite paries rapports inscrits dans le Tableau IV, ctmul- 
tipliant les quotients obtenus par mille, on parviendra aux nombres 
qui expriment .combien de millions dc millions dc vibrations succcs- 
sives s’executent pour une couleur donnee dans une seconde dc temps. 
Ces nombres sent ceux que presents le Tableau suivant. 

Tableau V- 

Nombres qui expriment combien de millions de millions de vibrations 
successives ^effectuent en une seconde sexagdsimale. 


lilUIIBS DES COULEURS FRINCIFALBS. 


COULEURS FRINCIFALES. 


Violet extreme 
Violet indigo . 
Indigo bleu.. . 
Bleu vert — 
Vert janne . . . 
Jaune orang6 . 
Orange rouge. 
Rouge extreme 


764 

707 

676 

63o 

583 

543 

5ro 

48i 


Violet . 
Indigo . 
Bleu... 
Vert... 
Jauno. . 
Orange 
Rouge . 


735 

691 

653 

607 

563 

53a 

5oo 
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Ainsi, dans le rayon rouge du spectre solaire, les molecules de I’ether 
efifectuent environ cinq cents millions de millions de vibrations par 
seconde. A ce nombre prodigieux, il faut ajouter presque sa moitie 
pour obtenir le nombre des vibrations par seconde dans le rayon 
violet. Au reste, on pent determiner approximativement le nombre 
des vibrations que presen tent les rayons places vers le milieu du 
spectre solaire, en op6rant comme il suit. 

En une seconde sexagesimale, les vibrations des molecules d’6ther 
renfermees dans une onde plane se transmettent aux molecules que 
renferment d’autres ondes comprises entre des plans parallMes jus- 
qu’Ji une distance d’environ 8o ooo lieues, de telle sorte que les vibra- 
tions commencent dans la deuxibme onde quand elles s’achfevent 
dans la premiere, qu’elles commencent dans la troisi^me quand elles 
s’achevent dans la dcuxifeme, el ainsi de suite. Or les diverses ondes 
etant contigues les unes aux autres, il suit de ce qu’on vient de dire 
que, pour obtenir la duree de la vibration des molecules etherees 
dans une seule onde, il faudra diviser une seconde sexagesimale en 
autant do parties qu’il y a d’epaisseurs d’ondes dans une distance de 
80000 lieues. D’ailleurs cbacunc des lieues que Ton considcre ici est 
de 2000 toises ou environ 4ooo”; chaque metre se compose de 1000“"*, 
et il resulte du Tableau III que Tepaisseur d’une onde, pour les rayons 
plac6s vers le milieu du spectre, est d’environ un demi-millifeme de 
millimetre, et qu’en consequence chaque millimetre r^nferme en- 
viron 2000 epaisseurs semblables. Done le nombre des vibrations 
executees par les molecules d’ethcr dans une seule onde plane et 
en une seconde do temps, pour les rayons situes vers le milieu du 
spectre, sera scnsiblement egal au produit dos facteurs 


c’est-Ji-diro a 


80000, 4000, 1000 et 2000, 
640 000 000 000 000, 


ou k 640 millions de millions. 11 resulte des Tableaux II et Y que ce 
dernier nombre ropr6sento effectivement le nombre des vibrations par 
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second© dans le rayon F de Frauenhofer, qui est un rayon bleu situ^ 
dans le spectre solaire vers la limite du bleu et du vert. 

Les nombres compris dans le Tableau V diff'erent de ceux que Ton 
trouve dans le Traite de M. Herschel sur la lumiere. En recherchant 
la cause de cette difference, j’ai reconnu qu’elle devait etre principa- 
lement attribuee a ce que les ^paisseurs d’onde ou longueurs. d’ondu- 
lation adoptees par cet auteur, et relatives aux diverses couleurs ou a 
leurs limites, different assez notablement des valeurs de I inscrites 
dans le Tableau III et donnees par Fresnel. 

En terminant ce paragraphe, nous ferons observer que, dans les 
milieux qui ne dispersent pas les couleurs, les valeurs de k relatives 
a deux rayons differents conservent entre elles, en vertu de la for- 
mula (7), le meme rapport que les deux valeurs correspondantes de s. 
Ce rapport est done, ainsi que les valeurs de s, independant de la na- 
ture du milieu que Ton considfere, pourvu que la dispersion soit nulle ; 
en sort© qu’il reste le meme, par exemple, dans le vide et dans Fair 
atmospherique. On pent en dire autant du rapport entre deux valeurs 
diverses de I, qui est toujours I’inverse du rapport entre les valeurs 
correspondantes de k. Si, pour fixer les ideas, on divise successive- 
ment la valeur /, de f, qui r6pond au rayon B de Frauenhofer, par les 
valeurs de /relatives aux autres rayons, c’est-k-dire par les quantities 

4 , 4 > 4 , 


on trouverapour quotients les nombres dont les logarithmes sonl 

< 4 ?) 0202980, 0675454, ii 653 i 9 , 1528944, 2049754, 2433378, 

c’est-k-dire les nombres 


(48) 1,0478, i,i683 , 1,8078, 1,4208, 1,6082, i,75i2. 

Or ces derniers nombres reprksenteront dans Fair et dans le vide, non 
seulement.les valeurs des rapports 


k 

V 


ii 

4’ 


% 


h 

V 


k 

V 


k 

V 


( 49 ) 
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mais encore celles des rapports 



ou m^me des suivants 


.92 ^3 ^4 ^5 <^6 ^7 

— , — , — , — j — , — . 

Si $1 Si Si 


§ X. — Considerations nouveUes sur la r^raction de la lumiire. 


Los lois de la refraction simple, telles que I’exp^rience les donne, 
sc trouvent comprises dans les formules (8) et (9) du § V. Or il est 
important d’observer que la methode a I’aide de laquelle nous avons 
etabli ces formules les reproduira encore si Ton suppose que les va- 
leurs des deplacements y), ^ relatives soit au premier, sbit au second 
milieu, ct tirees en consequence soit des equations (i), soit des equa- 
tions (2), fournissent, pour les points situes sur la surface de separa- 
tion, des valeurs egales d’une fonction lineaire quelconque de ces 
momes deplacements et de leurs derivecs prises par rapport aux va- 
riables independantes x, y, t. En effet, dbsignons par « la fonction 
lineaire dont il s’agit. Si Ton y substitue les valeurs de rj, X,, qui 
repr6sfintcnt les dcplacements moieculaircs dans le rayon incident, 
c’ost-Ji-diro los valeurs do y], X donnees par les equations (33) 
du § IV, 8 deviendra une fonction lineaire des sinus et cosinus de 
I’arc 

A:(a; COST -I- j sinr) ~ st. 


on sortc qu’on aura, par exomple, 

(i) « = cos[Ar(ii;cosT-4-y sinr) — sf] sin[A:(a;cosT-i-j'sinT — s«)], 

les coefHcients C, S etant uniquement fonctions des quantites 

(a) a, *, s, k, COST, sinT. 


ou 


Soient maintenant 
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ce que deviennent les coefifieients 

% £ 

quand on passe du rayon incident au rayon reflechi ou refracte, c’est- 
a-dire quand on remplace les quantites (2) par les suivantes 

(3) ^i 9 cosTj siriT 

ou par 

(4) ;2l', 8', €', j®', s\ A-', cost', sinr'. 

En considerant k la fois les deux systemes d’ondes propagees dans Ic 
premier milieu, on devra, pour ce milieu, remplacer la formule (i) 
par la suivante 

(8= cos[A( a: COST sinr) — sf] 4 -^ sin[A:( aJCOST+/sinT) — .?<] 
i) j * 

( 4 - €iCOs[/f(— cost 4 - jsinr) — ff] + iiSin[yi:(— aicosr sinr) — 

tandis qu’on trouvera par le second milieu 

8= <6'cos[A'(a?coST'4-7Sinr') — s'f] 

( 4- •#' sin [A' (a? cost' 4- 7 sinr') -r s' f]. 

Si maintenant Ton suppose que les deux valours preccdcntcs de « 
deviennent egales entre elles pour les points situes siir la surface do 
separation des deux milieux et correspondants k 07 = 0, on aura 

(€ 4 - «i) cos ( ^7 sinT — st) 4 - (■# 4 - Jfj) sin ( ky suit — st) 

(7) ' 

( =z <f'cos(A'7sinT'— s'<)4- J'sin(^'7sinT'— s'f). 

Or, cetle derniero Equation devan t subsister independamment des va- 
leurs attributes aux variables y et t, les coefficients des puissances 
semblables de 7 et de « devront 6tre egaux dans les deux morabres 
dtveloppts en stries convergentes ordonnecs suivant les puissances 
dont il s’agit; et de cette seule considtration on dtduira immtdiatc- 
ment les formules 

« 4 -«, = «', S + £i^£', 

k siUT — k' sinT', « = i', 


( 8 ) 

(9) 
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auxquelles on parvient encore tres simplement de la maniere sui- 
vante. 

Si dans I’equation (7) on pose, pour abreger, 


(10) 


A:_ysinT — st = Y, 


f = -(Y— ^/sinr), ' 

s 


on obtiendra la formule 



' (« + (g,)cosY + (^4- 

(ii) i 

1 r= <6'C0S 



1 - 1 - if' sin 



qui devra subsister, a son tour, quelles que soient les valeurs de Y ct 
de j. Or, le premier membre etant independant dey, le second devra 
I’etre pareillcment, cc qui entraine la condition 


(12) 


A-'siat — - Asinr. 
s 


Cela pos6, la formule (i 1) deviendra 

(13) ((8 + «i) cosY + (-8 -H -fi) sinY = (C'cos Y^ + S' sin y), 

et, commo, en remplacant Y par — Y, on en tircra 

(14) (®-h(!Ei)cosY — (^ + ^i)sinY = <8'cos^jY^ — f'sin^jY^, 


on aura encore 


(15) (<IE + «,)cosY=rcos^^Y), (^4-^,)sinY = i'sin^jY). 

Si maintenant on r6duit Y k z6ro dans la premifene des formules (i 5 ), 
olio donnera 

(16) (8 + <8,= «'. 

Done cotte formule donnera g^neralement 
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Cette derniere devant subsister, quel que soit Y, entrainera 1 equa- 
tion 

(18) s'=s, 
qui reduira la seconde des formules (i5) a 

(19) 

et I’equation ( 12 ) a 

(20) i''sinT'=^sinT. 

On se- trouve ainsi ramene aux Equations (8) et (9), dont les deux 
derniferes coincident avec les formules (8) et (9) du § V. 

En supposant que la function lineaire a des deplacemenls y), ^ etdo 
leurs derivees relatives kiv,y,e so r6duise simplement a la variable 
on ferait coincider les equations (8) avec les formules (7) du § V. Mais 
adopter ces formules, ce serait admettre, comme nous I’avons d6ja 
observe, que Ton peut sans erreur sensible ne pas tenir comptc des 
alterations produites par le voisinage du second milieu dans la valeur 
de ^ que determine la premifere des equations (i) du § V, ou par le 
voisinage du premier milieu dans la valeur de ? que determine la i)rc- 
mifere des equations ( 2 ) du mfeme paragraphe. A la verite, on prenanl 
successivement pour « la variable ou, ce qui revient au memo, la 
Vitesse puis la composante, parallele k I’axo des 27 , de la pression 
supportee par un plan perpondiculaire k cet axe, puis enfin les com- 
posantes, parallkles aux axes des y et z, de la pression supportee par 
un plan perpendiculaire a Taxe des z, on deduirait immediatomcnl 
des equations (8) celles que j'ai donnees dans le Bulletin des Sciences 
de M. de Ferussac pour I’annee i83o, et qui s’accordent si bien avec 
les formules et les experiences de Fresnel, quand on suppose que la 
densite de Tether reste la rnkme dans tous les milieux, Mais les prin- 
cipes developpes dans le § IX ne nous permettent plus d’adopter cette 
dernibre hypothkse; et d’ailleurs il n’est pas sufBsamment d6montr6 
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que la variable ? et les pressions ci-dessus mentionn^es doivent, dans 
le voisinage de la surface de separation de deux milieux, conserver la 
meme valeur, tandis qu’on passe de I’un a I’autre. Des recherches 
approfondies sur ce sujet delicat m’ont conduit a un nouveau principo 
de Mecanique, propre k fournir, dans plusieurs questions de Physique 
mathematique, les conditions relatives aux limites des corps et aux 
surfaces qui terminent des systemes de molecules sollicitees par des 
forces d’attraction ou de repulsion mutuelle- Ce principe, que je de- 
velopperai dans un autre Memoire, etant appliqu^ a la theorie de la 
lumiere, on on conclut que, dans le voisinage de la surface de separa- 
tion de deux milieux, les deplacements v], ^ des molecules d’ether 
relatifs, soit au premier milieu, soit au second, devront fournir les 
m^mes valours de a, si Ton prend pour a I’une quelconque des trois 
fonctions 

< V ^ 

' ' ds dy’ djs di' Oy dai’ 


ou bien encore si Ton suppose 



a, b, c dcsignant les cosinus des angles formes par la normale a la sur- 
face do separation des deux milieux avec les demi-axes des coordon- 
n6cs positives. II estbon d’obscrvcr que la valeur de a, d6termin6epar 
r6quation ( 22 ), represente la dilatation lin^aire de I’elher mesuree 
suivant cotto mfem'o normale. 

Lorsquc, les deux milieux 6tant s6pares I’un de I’autre par le plan 
des y, s, on suppose I’axo des z parallMe aux plans des ondes lumi- 
neuscs, et par cons6quGnt perpendiculairo au plan d’incidence, on a 
dans la formulc ( 22 ) 

o=±i, 6 = 0, c = o, 

et, de plus, 5, y),C deviennontind^pendants de z. Done alors, en chan^ 

CJSu»rta — 54 



426 NOUVEAUX EXERCICES DE MATH^MATIQUES. 

geant, ce qui est permis, le signe de ia premiere des differences (21), 
on trouvera que les fonctions (21) et (23) peuvent etre reduitcs a 

' ^ ' dy’ dx’ dy dx’ dx 

Done, si Ton nomme v]', "Q ce que deviennent les deplacemcnts 
Y], C landis que I’on passe du premier milieu au second, on aura, pour 
les points situes sur la surface de separation, e’est-a-dire pour x = o, 

dx ’ dx' dy dx dy dx 
et 

/ -N K-K 

dx dx’ dy dy 

Lorsque dans les equations (24) et (aS) on substituo a y], les 
seconds membres des formulas (i) du § V, ct a .?', vj', les seconds 
membres des formulas (2) du memc paragraphe, on obtient les lois de 
la reflexion et de la refraction qui oi\t lieu h. la surface des corps trans- 
parents, avec les diverses formulas quo contionnent les deux lettres 
adressees a M. Libri les 19 ct 27 mars, et imprim 6 es dans lo n" W des 
Comptes rendus hebdomadaires des sdances de I'Acaddrnie des Sciences, 
pour I’annee x836. On deduit aussi des conditions (2/1) ct (afi) leslois 
de la reflexion operec par la surface cxl 6 rieuro d’un corps opa([ne on 
par la surface intericure d’un corps transparent, dans le cas ofi Tangle 
d’incidence devient asscz considerable pour qu’il n’y ait plus de 
lumifere transmise, e’est-k-dire dans lo cas oU la reflexion devient 
totale (voir k cc sujet les deux lettres que j’ai adressees k M. Ainpbre 
les I®' et 16 avril i836). Gomme jc Tai montr 6 dans cos differentes 
lettres, lesformules auxquellcs conduisent les conditions (24) ct (af)), 
non seulement determinent Tintensite do la lumiero polariseo roctili- 
gnement par reflexion ou par refraction et les plans de polarisation 
des rayons r 6 flechis ou refract 6 s, mais encore olles font connaitro les 
diverses circbnstances de la polarisation circulaire ou elliptiquo pro- 
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duite par la reflexion totale ou par la reflexion operee a la surface d’un 
corps opaque et, en particulier, d’un metal. D’ailleurs, les divers 
resultats de notre analyse se trouvent d’accord avec les lois d6ja con- 
nues, particulierement avec les formules propos6es par MM. Fresnel 
et Brewster, ainsi qu’avcc les observations de tons les physiciens. Au 
reste, je reviendrai sur ces r4sultats dans de nouveaux Memoires, ou 
Je d^duirai directement des equations (i5) du § I les lois des divers 
phenomenes lumineux, y compris les phenomfenes de I’ombre et de la 
dilTraclion. 

§ XL — Sur la relation qui existe entre la vitesse de propagation 
de la lumUre et Vipaissewr des ondes Iwnineuses. 

Pour une couleur donnee, la duree T des vibrations lumincuses, ou, 
ce qui revient au meme, la quantity 


reste la mfime dans les differents milieux. Mais I’epaisseur I des ondes 
liimineuscs, aussi appol6e longueur d’ondulation, et, par suite, io 
rapport 

(a) ^=T’ 

devront, si Ton adopte la theorie expos6c dans ce M6moire, se trouver 
lies h. la vitesse de propagation 

(3) a = | 

park formule (i) ou (5) du § VI, e’est-k-dire par Liquation 

(4) =42*=at-+-a,A:*+a,A:*+..., 

en vertu de laquollo se ddvoloppera en une s6ric convergente 
ordonn6e suivant les puissances ascendantes de A. D’ailkurs, eu 
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posant, comme dans le § VI, 



on tirera de I’equation (4) 

(6) F=b,f*-+-bss‘+l)3s®+ — 

Les coefficients a,, as, as, b,, b^, b,, que renferment Ics 
seconds membres des equations (4) et (5), dependent de la nature dii 
milieu dans lequel se propage la lumiere ; les quantites It, 12 dependent 
en outre de la valeur attribuee ii s, e’est-a-dire de la couleur. Darfs b' 
vide et dans les milieux qui ne dispersent pas les coulcurs, par 
e.xemple dans I’air atmospherique, les coefiicients 

®2j • • •, bg, bg, • • . 

s’evanouissent; alors la formule (4)» r6duite k 

(7) 

exprime que la vitesse de propagation Q cst independanle dc.T, e( v* 
proportionnel 

Concevons maintenant que, les valours de ^ et do £2 etant relatives 
a Fair atmospherique, on designe par 

( 8 ) A-'z=9/c 

ce que devient la quantite2ilorsqu’on substitue k Fair un autre milieu. 
La valeur deO, d6tcrmln6o par Fequation (8), ou, co qui revient an 
m6me, par Fequation (i6) du §7, no sera autre chose quo Findice de 
refraction d’un rayon luminoux qui passcrait do Fair dans lo nouveau 
milieu que Fon considfere, et la formula (G) deviondra 

(9) 5*^*= b,s»4- b,i*+ b„?«+. . . . 

Si dans cette dernifere formule on remplacc s par sa valour tir6e de 
F6quation (3), on trouvera 


(lO) 


e*=bj£2*-+-b»i2*s*H-b,£2‘s‘-(-. . . . 
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Done en posant, pour abreger, 

(11) bj£2‘=b, b3fl'=:f, 

on aura simplement 

( 12 ) es=a-l-bs*-|-ci' + 

On ne doit pas oublier que, dans les formules (ro) et (ii), Cl repre- 
sente la vilosse de propagation de la lumiere dans I’air, vitesse qui 
resto la meme pour toutes les couleurs. 

Soient maintenant 

^ 3 » ® 6 ) 

les valours de 0 relatives aux rayons 

B, C, D, E, F, G, H 

(Ic Frauenhofer, ct 

Sif .52, . 53 , ^ 4 , 5|j, ^e, S^i 

les valours corrospondantos do s. Si Ton design© par i I’un quolconque 
dos nombres entiers 

I, 2 , 3, 4> 5, 6 , 7 , 

ct si Ton pose on outre 

(13) &i=9l 
la formulo (ta) donnora 

(14) 0iS=B-i-bsJ+f4-l- 

Or il r^sulto dos calculs d6volopp6s dans les §§ VI, Vll, VIII qu’on 
pout, sans erreur sensible, reduire lo second membre de l’6quation (4) 
ou (G), ot par consequent le seeond membre do la formulo (r4). si ses 
quatre premiers termes. Done cette formule pourra s’^criro commo il 
suit : 

(15) 0<=n-+-l>if?+fsl+iis?. 

D’autre part, on pourra encore n^gliger dans le premier membre * 
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de la formule (i i) du § YII, et reduire cette formule a 

j 0,.= 0 -h (O'- 0)P/+ [U"- 0 - (U'- 0)S"|3,-]yi 

j +{u^_0_(U'-0)S'p^-[U"-0-(U'-0)S''P,-]S‘^yi jS/, 
les valeurs de 

0, U', U', U®’ 

etant celles que fournissent les equations (lo) et (6) du § VII, savoir 

I Q _,gQ^^ Ql+0,+ 03+®4 + Q3+0e 

|u'=S'©i= 01-1-08+034-0*— 0S— 0«—07> 

U' = S''0i=- 01- 03+03+04 + 05+ 06- 07, 

I U®' = S®0,=:-0i + 03+03-0*-06-f-©6-f-07, 

et Ton tirera de ees dernieres equations combinees avec la formule (i4) 

1 0 =(t+-S sJ+-S «i*+-S5f, 

111 

U' = a + b S' 5|+ c S' 5^+ 

U''=a+ b S"i|+ f S‘'i^®+bS‘'^|, 

1 U"'= a + b S"sf+ r S^iK bS"^?; 

les notations Sjj?, S' 5,?, S"j?, ... exprimant cc quo do- 

viennent les sommes designees par S@,-, S'0f, S"®,-, S'"®,- dans les 

equations (17), quand on y remplace ®,- par ou par Enfin 

il est clair quo la substitution des valeurs de 

0„ 0, U', U", 

fournies paries Equations (i5) et (x8), transformcra los deux mem- 
bres de I’^quation (16) en deux fonctions lineaires des quantiles 

(19) a, b, f, Jr, 

qui varient avec la nature du milieu r6frmgont. Or, ces deux fonc- 
tions devant 6tre ^gales entre elles, quel que soil le milieu r6fringerrt, 
on peut en conclure que dans Tune et I’autre les coefficients des 



431 


NOUVEAUX EXERCICES DE MATHfiMATIQUES. 

quantiles (19) devront &tre les memes. Par suite, I’equation (16) 
devra continuer de subsister si, dans cette equation et dans les for- 
mules (17), on remplace 0 ; par Tune quelconque des quatre quan- 
lites 

( 20 ) I, sf, sf, 

ce qui revient a supposer, dans les formules (i 5 ) et (18), Tune des 
quantites a, b, c, ^ rMuite a I’unite et les trois autres h zero. 

Romplacer ©,■ par I’unite, c’est substituer Pair au milieu qui devait 
refraclcr la lumifere. Alors on trouve, non seulement @i=i, mais 
aussi 

0 = U'=U''=U''=i, 

et I’equation (rC) devicnt idenliquc, comme on I’a deja remarque 

(p. 3 G 3 ). 

Rcmplacjons maintcnanl, dans I’^quation (16), 0 / par s", n desi- 
gnant I’un des trois nombres cntiers 2, 4> 6, et faisons, pour abreger, 

1 Q -^7 

, 

^"3^= — . 9 ^— .95+ Sl+ si— si, 

S'*' 5 ?= — K— ■*» + + ^7 » 

Tequation (iG), jointo aux formules (17), donncra 

( ^? = sH-(s'~s)Pi+[s"-«-(s'-e)S'Mn 

(22) 

I 4-js"-s-(s'-s)S'Pi-[s"-s-(s'-s)S'|3,]S^yij3,. 

L’^quation (22) fournira pour des valeurs approch6es de divers 
ordres, si Ton r6duit le polynome que renferme Ic second membre au 
soul termc ? ou k la sommc de ses deux, trois, quatre premiers termos, 
ct, si Ton nommo 

As?, A»s?, A»s?, A*s? 

los differences finies dos divers ordros qui doivont completer les 
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valeurs approchees dont il s’agit, on aura rigoureusement 

j sf=g + ^i 

I =s + (s'-s)P- + A«s? 

(23) 1 =s+(s'-5)|3,+-[s''-s-(s'-s)S''(3/]y/+A»5f 

= ; + ( s' - S ) + [s" - e - ( - c) S"(3i] y.- 
[ + 1 s _ (s'_ 5)3" Pi- [s"^- S - (s'- s)S"p.-]S‘'yi 1 A‘ 

On trouvera, par suite, 

I Asf = sf— s, 

(24) A«^?=5?-s-(s'-s)P/, 

( S— (s'— s)(3/— [s"— c— (s'— s)S''P/]y/; 

puis on en conclura 

S'A^?=S'(^?-s) = S'5?-s, ... 

ou, ce qui rerient au meme, 

(S'A.? = s'-s, 

(2.5) < S''A»5? = s''-s-(s'-s)S»j3,., 

( S^'AOs? = s"'- s - (s'- s) [s'- s - (s'- s) S-'J yi, 

do sorle quo la formule (23) donncra 

I 5f = fSj?H-As? 

] =^S.y?-Hp..S'A^? + A*j? 

j =i■S^{*^-p^S'A^?-+-y;S'A*i?^-A».^J' 

( = ^ Ss? + 13; S' A?? H- yi S'A^s? + a, S» A».?|' -h A‘,?f 

et pourra 6(re romplaceo par le syslfemc dcs equations 

) A>5? = y,S'A*j? + A»,5?, A’^^rraiS^A^^J' + A^T?. 

Do plus, la formule ( 22 ), r6duite k 

( 28 ) = j Si? 4 - S'Aif + y< S'A*s? 4 - a, 8" A‘s?, 

fournira pr6cis6ment pour Si la valeur que Ton tirerait de I'^qua- 
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tion (a6) ou des equations (27), en y posant 

(29) — o. 

On tire des equations (2) et (3) 

(30) s = £2A: = 27r£2f~'. 

Si, dans cette dernifere formule, on suppose (2, ^ et / relatifs a Fair 
almospheriquc, la valeur de Q sera la meme pour toutes les couleurs; 
et. cn dcsignant par 

A'/, /f 

les valours de A, I relatives k = s,-, on trouvera 

(31) Si = S2k( = 27:Qtf\ 
par consequent 

(32) s'/ = Q»Af = (2TiQ)'^lf'‘. 

Soient maintonant MJ, A*^'^ A/7", A®/7'S ... ce que deviennent 

les differences A^^. ... determinees par le systkme des equa- 

tions (27), quand on rcmplace dans ces equations s'/ par ou par /J". 


On aura 



(33) 

1 -hAA?, 

AA? =PiS'AA? 4-A»A?, 

1 A‘A? = y,S'’A‘A?-f-A»A?, 

A>A? ^^iS^AsA^-t-A^AJ*, 

(34) I 


A/r" rrp/S'A^"+ A»/r”, 


A»/r'‘=s''A»/r'* +A*/r"; 

puis on tircra des formul'es (33), 
tions ( 27 ) et(32), , 

(34) » combinees avec les equa- 



A*A?=(^W 

(35) 

j \“®/ 


(36) 



Cela pose 

, en multipliant les deux membres de I’equation ( 28 ) paf 


GSiuim i* C. — S. HJ, t. X. 
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(5)* P" ids)’’ 

(37) + ( 3 <S'A/tf +yfS"A*A-? + aiS'AUf, 

(38) iF"= S Ij" + pi S' A^r" + yt S" A»i7» + Si S" A» 

Les formules (37) et (38), entierement semblables a Tequation (28), 
fournissent precisenaent les valeurs de ^ et de Ij” que Ton tirerait des 
equations (33) et (34) en y posant 

( 39 ) A‘A:? = o, AHt”-o. 

Les valeurs de 0j-, ou des indices de refraction, detcrminees par les 
experiences de Frauenhofer, sent compos6es chacune de sept chilFres, 
et le Tableau XXIII du § VI montre que Ton peut compter sur I’exacti- 
tude des cinq ou six premiers chiffres. Les valeurs de /,• n’ont pu etre 
determinees avee la meme precision, et, pour chacune d’cllcs, on no 
peut regarder comme exacts que les trois ou quatre premiesrs chiflres. 
II on resulte que, dans les valeurs de kf, j;, et par suite dans les va- 
leurs de /J", s% on ne saurait compter sur rcxactitude du cin- 
quibme chiffre et des suivants. On ne doit done pas 6trc surpris, lors- 
qu’on vent appliquer au calcul des differences finics des divers ordros 
de s^, k'!, Ij" les formules (27), (33) ou (34), do trouver les dillo- 
rences finles du troisi^me ordre, sensiblemcnt nullcs, aussi luon quo 
les differences finies du quatrieme ordre, c’ost-h-dirc comparables 
aux variations quo produisent les erreurs d’observation. Or c’ost pre- 
cisement ce qui arrive. Si, pour fixer les id6os, on applique les for- 
mules (27) k la determination des differences finics 

Asf, A*s?, A»s?, 

et si Ton prend pour unite de temps, non plus la socondc soxagesi- 
male, mais le quotient que fournirait la division do cetto sccondo <fn 
mille millions de millions de parties egalcs, alors, cn faisant usage 
des logaritbmes de ±: p,- et de y,- renfermes dans les deux premiers 
Tableaux du § VI, et posant successivement n = 2, puis n = 4» on 
obtiendra les valeurs de s% As% A^s'l, comprises dans les Tableaux 
suivants. 
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TiBLUU I. 

Vakurs de i®, Asp, A*^^ 


i . 

1. 

2. 

3 . 

4 , 

5 . 

6. 

7 . 

SONNES. 


ffi 

LW 



v? 



A,y® 

L(± P/) 

L(-SA. 9 ?)..' 

Somme. . . 





L(q:Y, 

Sommo... 

f/S'A®,*?.... 



9 , ,833 

2,968 

3,309 

3,704 

4,023 


4,960 


■ 

459.1774 

47*4704 

5197228 

5687093 

6045718 

6571528 

6955147 

9043548 

94494 o« 

0394456 

1874186 

2091436 

3 i 43 o 56 

3910294 

8,0933 
/ 1,70*5 

8,8093 

14,7025 

10,9508 

14,7095 

13,7220 

14,7025 

16,1862 

14,7026 

20,6208 

14,7025 

24 , 6 o 53 
14,7026 

102,9177 

102,9175 

102,9177 

•-G,C 799 

- 5 , 8982 

-3,7517 

-0,9806 

1,4837 

5,9183 

9,90*8 

0,0009 

-34,6094 

9807340 

5391941 

9972021 

5391941 

037113* 

5391941 

4979974 

5391941 

5812101 

5391941 

2345428 

5391941 

46*7934 

5391941 



_Hi99aHt 

76G39G9 

5768073 

0871915 

1204042 

7787364 

0019875 

"^-5^8398 

-3,7697 

-1,0894 

1,3196 

5,9893 

10,0459 

0,0000 



-o,o 534 

0,0180 

0,1089 

0,1649 

-0,0210 

-o,i 43 i 

0,0002 

0,540 

999G9O4 

7393988 

92991**/ 

73*3958 

8770350 

7328938 

2534450 

7828938 

3 oioo 33 

73*3988 

6662454 

7328988 

3898998 

73*3938 



9G9O849 

5 G 93 i 25 

6094998 

9858388 

0333971 

8876892 

1222986 

-0,0916 

0,0189 

-o,o 4 Go 

0,0407 

0,0968 

0,1080 

0,0244 

-0,1 325 

-0,0002 


-0,0074 

-0,0227 

0,0121 

o,o 562 

-0,0454 

-0,0106 

0,0004 

-0,1726 


TiJiLEAn II. 


Valeurs de s}, Asf, A'sf, A?st. 


i , 



4 



hjtf 

LCii-M 

L(-S'A«J).. 
Somme.. . 
S' Art 

1. 

1 

3 . 

4 . 

5 . 

6. 

7 . 

SOUMES. 


8087096 

8898816 

0788912 

2748872 

4182872 

6286112 

7820688 


S4 

6.1,374 

948,975 

77 , M 
* 48,975 

119,9*0 

*48,976 

188,994 

*48,975 

*61,992 

* 48,975 

4*5,218 

*48,975 

6 o 5 , 4*3 

*48,975 

1742,826 

1742,826 

1742,825 
S' A*? 

-iH<,6oi 

-171,371 

B 

-^io,68i 

-13,017 

176,243 

356,446 

0,000 

-1091,416 

2807340 

0879903 

Ew] 

4979974 

0379903 

58 iaiot 

0379903 

i! 

46*7934 

0879903 



31872.43 

2661924 

0761035 

5339877 

6192004 

2726326 

0007837 





41, 610 

187,298 

3 i 6,799 


S'AMj 



L(q:Y/ )..... 

Somme... 

Aht 

i 

*3,716 

19,788 

-10,176 

-26,826 

-*8,593 

-ii,o 55 

39,649 

o,oo 3 

-i 52 , 3 o 3 

*296904 

18*7085 

9*99187 

18*7085 

8770360 

1827085 

25344^0 

1827085 

3 oioo 33 

1827086 

6552454 

1827086 

3898998 

18*7085 



4123989 

11*6*79 

0597435 

4361535 

4837118 

8379539 

5726083 

25,846 

19,961 

-11,475 


-30,459 

-6,866 

37,377 

o,o 65 


- 9 ,i 3 o 

-0,173 

1,999 

0,973 

1,866 

-4,169 

2,272 

-0,062 

























436 NOUVEAUX EXERCICES DE MATH^MATIQUES. 

Pour s’assurer quo les valours do A* 5”, renfermees dans les derniSres 
lignes horizontales do cos deux Tableaux, sont, en effet, comparables 
aux variations que produisent dans les valeurs de les erreurs d ob- 
servation, il suffit de calculer les diverses valeurs de A®/,- ou de 
en supposant que Ton designe par 

ce que devient li en vertu de la formule (32), quand on remplace dans 
cette formule $] par 

s’l — A’jf. 


• Or, dans cette supposition, on tire de la formule (82) 


(4o) if — A’jf =-- (ajrii)® (/; — A®/,)"" 

et, par suite, 

A* 5 ” / A® 

ou 



D’ailleurs, A’s? etant tres petit par rapport k sf, lo second racmbro do 
I’^quation (40 se reduira sensiblement a 


I A*i? 

* n~> 

n s? 


et cette Equation elle-mSme h. 


(42) 

Enfin les valeurs de • 


A^ I A® if 

It ~^n if ■ 


1 A* if 
« if ’ 


tiroes des Tableaux I ou 11, et par suite les valeurs correspondantes 
de -p> seront, en vertu de la formule (42). cellos que pr^sento lo 
Tableau suivant. 
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TlBLEin III. 


A®Z- 

Valeur de — j-i diduites de la formule (42). 

H 


i. 

1. 

2. 

3 . 

4. 

5 . 

6. 

7 . 

Pour n = 


0,01 8a 
8 ,oa 33 


m 


0,0562 

16,1862 

-0,0454 

20,6208 

-0,0106 

24 j 6 o 53 




I 

HA T T 

o,ooo 4 


-0,0004 

-0,0017 

n A/M T 

A AAAO 

li ~ 

2 s} 

^ UU 1 1 



U ^ UUv A 

Pour n = 




1)^99 

119,920 

0.973 

r 88 , 2 g 4 

1,866 

261,992 

-4,169 

425,218 

i 2,272 
6 o 5,423 



A*// 

I A3 4 

o,oo 83 

0,0006 

-0,0027 

-o,ooi 3 

-0,0018 

0,0025 

-0,0009 

_ 

4 si 


D’autro part, en ayant, recours k diverses experiences successives, 
dans son Memoire sur la diffraction., pour determiner I’epaisseur des 
ondes luminouscs qui donnent naissance k un certain rayon, et sup- 
posant cctto cpaisscur oxprimee en millimetres, Fresnel a obtenu des 
nombres qui variont entre Ics limites 

0, 000635 et o, 000640, 

dont la difference, divisee par lo plus petit, doiine pour quotient en- 
viron 

0,0079. 

Done, puisquo ce quotient surpasse, et m6me assez notablement, tons 
les nombres renferm6s dans la quatrifeme et la dernibre ligne hori- 
zontale du Tableau III, si Ton en excepte le seul nombre o,oo83, qui 
diffbre peu du quotient dont il s’agit, nous devons conclure que les 
valours de et A*^^, renfermbes dans les Tableaux I et II, sent 
comparables aux variations que produisent dans les valeurs de les 
erreurs d’observation. La mbme conclusion se dbduirait aussi des ex- 
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p6ri6nc6s d6 Frauenhof6r» (jui fournissent pour les epaisseurs des 
ondes lumineuses des variations du mSme ordre que les experiences 
de Fresnel. 

On peut done n^gliger 

dans les formules (27), (33), (34)» et par suite 
S"A»J?, S'A»A-f, S®'A>/7'», 

dans les formules (28), (37), (38), ce qui permei ue reuuire 10s irois 
dernieres formules a 

( 43 ) sf =: 4 Ssf +| 3 ,-S'Ai? +yiS"A*if, 

(44) A:?=4SA? +|3fS'A4'f +yiS"A*^?, 

( 45 ) ^r» = iS^'’H-PiS'A^" + yiS"A»/r“. 

Si, dans la formule (43), on pose successivement n 2 ot yz “ 4» 
on en tirera, eu egard aux Tableaux I et II, 

( sf = 14,7026 — 34,6o94l3i -h o, 54 oyi, 

5^ = 248,976 —1091,416 P/ — i 52 , 3 o 3 yf 


ou, ce qui revient au meme, 


(47) 


Pi— 0,01 56 oyf = 0,42481 —0,028894 .«?, 
Pi H- 0,1 3966 yiT= 0,22812 — 0,0009 1 6 a 4 .«‘, 


puis on conclura de ces dernibres Equations 


_ o »»9669 0,028894 j _ 0, 00091624 , 

o,i 55 i 5 o,i 55 i 5 ' o,i 35 i 5 

Pi= o,o(66oyi + o, 4 a 48 i— 0,0288945?, 


ou plus simplement 


( 48 ) 


Pi = o,4o5o3 — 0,0269885? — 0,0000921 5?, 

yi = — 1,2677 + 0,18623 5? — 0,00690555?. 
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Si d’ailleurs on pose, commc a la page S'ja, 

/ in = U'-0 = S'A0„ 

(49) IK =U‘'-0-(U'-0)S''|3i=:S*'A»0i, 

( W zz: U"- 0 - ( U'- 0) S" Pi - [ U"- 0 _ ( U'- 0) S'" p,] S" yi zz S' A> 0,-, 

c’est-a-dire, si Ton prend pour 

0, m, u, TO 


les nombres rcnfermds dans le Tableau V du § VIII, on r^duira la for- 
mulo (iG) a 

(')0) 0iZ=0 + iPi-(-Uy, + TO3i; 

puis, cn n6gligeant dans le second membre le terme HIPSj-, qui est du 
ineme ordrc quo ou A*®/, on trouvera 


(5i) 0iZz:©H-iPi + 1Dy,.. 

Cola pose, on tirera de la formule (5i) jointe aux Equations (48) 


(5a) 


0i=z; 0 h-o,4o5o31 — 1,267711' — (0,026988 11 — o,i8623li))i| 

— (o,oooo92i1h-o,oo59o55H)s,i 


cl, par suite, 

(53) 0i=a + bsi-t-csl, 


Ics valours dc a, b, c 6tant 

+ o, 4 o 5 o 31 l( — 1,26771', 
b zz:— 0,026988 1 + 0,186231', 
r = — 0,00009211 — 0,00690551'; 

puis, en ^crivant simplomcnt 

0* au lieu de 0i= Sf ot s* au lieu dc 5 ,*, 


on aura d^tinitivoment 

(55) « + b«*+ f5*. 

En substituant dans les formules (54) h la place dc 0, IK, les nom- 
bres que renferme le Tableau V du § VIII, on obtiendra les valours 
de a, b, c comprises dans celui que nous allons tracer. 



Valeiirs 


440 NOTJVEAUX EXERCICES DE MATHllMATIQUES. 


W 
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Parmi les logarilhmcs quo rcnfermo lo Tableau IV, les uns, savoir 
ceux (les valours numeriquos des quanlit6s 

m=S'A0, Cl It = 8" A*©,, 


out (Hit extraits (lit la derniitro colonne vcrticalc des Tableaux II des 
§§ Vll (tt VHl. D’autros logarithmes, savoir ceux des nombres 


T,a(>77“ 


UjiftfaS’ 


o, 1 86a3 


0,048894 
0 , 155 x 5 ’ 


0,00059055 = 


o,ooo9i6a4 

o,x55i5 


(tt 


o,oooo<)a t o,oi56o x o,oo59o55 


0,540 
34, (>094 


( 0 , 0059055 ), 


onttilfi, pour plus do pn'teision, doduits d(ts logarithmes dits nombres 
ditnt oits ooofiicionts repriisontent hts produits ou les rapports. C’cst 
ainsi qu’on trouvo, par oxitmplo, 

L(i,a()77) ■ ^(19665)) — E(i 5 r>i 5 ) r a«j378a3 — 1907518 io 3 o 3 o 5 . 

On p(tut irallhturs (sonfirmitr ritxac.tltudit des valours d(t < 1 , i, r four- 
nies par !(« Tableau IV, do la maniltre suivante. 

On tire do la Ibrmultt (.'>3) 

Or, si Ton subatituo dans ht sitcond membre ile I’liquation (jjG) les 
valeurs dit 

0 , b, f, 8.T?, 8s/ 

I'ourniits par les Tableaux I, U ot IV, on rctrouvora les valeurs do 0 
luumios par rcxpdricnco, cornmo lo montre le Tableau suivant. 


Ctmmi* C. — A II. t. X. 


56 
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TiBlBAB V. 

Vakurs de 0 tiries de la fomuk (56). 



BAU. 

SOLUTION 

do 

polasse. 

CROWNOIASS. 

niNTOLASS. 



!'• osp&co. 

2* OMpftl'fl. 

3*08p6cft. 

r* espAro. 

S* ASpliCO. 

J* ASpftl'O, 
1" 8AI*1 a, 

a* 

4 " (HIhVo. 

L(b).... 

4148781 

4079175 

5 oo 5658 

5880627 

5888653 

6456777 

79 * 0 « 9 * 

8844143 

843 (,i 46 

8886098 

B(i(;(i9'A;i 

.L(|Sa?). 

1678921 

1678921 

1678921 

1678921 

1673921 

1678921 

1678921 

1678921 

1678921 

167.8921 

i6789'>,i 

Soramo. 

5822652 

.5758096 

6679579 

7504548 

7562574 

8180698 

9598212 

001 806 { 

0108367 

0060019 

o 3 :!,iK ,14 

L(c).... 

i 633 io 5 

1319898 

0096208 

2787536 

1 5320.19 

8761601 

5964871 

6910816 

6 <M 7 , 1 ,i 4 

71221 18 

5 H« 3 (I. 5 :) 

L(fSAt). 

396(558 

396(558 

8961558 

3 () 6 t 558 

3961558 

3 (/)i 5 S 8 

8961.558 

8961558 

896 1558 

;!(| 6 ( 55 K 

3 |)(ii 56 « 

Sonuno. 

559/{663 

5280951 

({057766 

fi 7 i 9 «sr! 

54 () 3 G (7 

272,3 1 . 5 <) 

()()*i>i'«.) 

0872878 

0879002 

1088676 

98j.j6n 

It 

1,751609 

1,751950 

(,() 343 ii 

a,«y *959 

2,297191 

2 , 38 1 364 

*,. 5 i.i{r)i 

7,578081 

2 , 58656 '». 

2,587096 

2,5881(10 

ibS??.. 

38218 

37611 

46554 

56 a(j 3 

570.50 

65023 

9 >o 5 » 

100 j 17 

102.527 

101891 

10801 5 


—3626 

-3374 

- 8.5 j6 

-47,3 

- 85 .{ 

1872 

!)B 3 * 

1222,5 

12218 

P^88( 


e 

1, 78620 [ 

1,786187 

1,978319 

*,348779 

2,358887 

2, .{48259 

*, 6 i 535 .,, 

2,69072.3 

2,701882 

2,701821 

f 

'.i, 7 (t, 58 y .4 


Eq adoptant Ics valours do «, b, t fournios par lo Tabloaii IV. on 


aura 

I Pourl’cau, i^sMo 

» r s6rie 

Pour la Bolution do polasso ! 

Pourle crownglass, i"espdco 

» a" uspdce 

( 5 ?) < » 3 “ ospdce 

Pour le (liotglass, ('‘oapdco 

» a* espbcc 

» 3 *esp 6 co, i''s6rio.... 

» » a* gdrle .... 

» 4* egpboe 


0*.' : (.y.lifioi) I 

0* i.^rnofio I (),(t(w.‘i.5HiA'>.~t»,(K)(tt)t3.5.5o*S 
5’ i|()3/|3ii I «,(iii;!t()r»'i.'i’“-ti,(wMKU(rn4«‘, 

0* ™ .|. t>,(K)3Ha8Hs’ - o,0(«HK)i()f«i.**, 

D*. a.aijyigt -|•o,<K)388o3»’ — «,(MKKK>t4a3jf*, 
O' r: ai 38 r 36 /| -i- (),(in/(/iaafi** H (1,000007.5(9,?*, 
O'r; a, 5 i 446 i l- 0,0001934*' +■ n,oooo. 3 <j 4 poj‘, 
fl'-i: 8,578081 + o,oof>8a99*'+ 0,0000/19100**, 
9'— a,586J6a + o,oo 69734 »'+ o,(KX«) 49 t 75 **, 
fi'ss 3,887096 + 0,0068968*'+ o,oooo 5 1.548**, 
6*=: 3,688160 + 0,0073467*'+ 0,000038753**. 
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En substituant succcssiyemcnt dans chacunc des formules (5;) les 
valours do s corrospondantes aux rayons 


B, C, D, E, F, (;, H 


<lo Frauftiihofcr, c’ost-a-diro Ics valours do s,- comprises dans lo Ta- 
ltl( 5 au (, on ohiiondrait dos valours dc 0 ®, ct par suite des valours do 0 , 
tri's pou dillorontos do cellos (juo roxporionce a donn6cs. Au rosto, 
pour troiiv(U' los diirdronccs dos unos aux autres ct constator Taocord 
dos lortiiulos avoo los ohsorvations, il n’ost pas memo nocossairo 
d (dlootuorla substitution dontil a’affit. On arrive plus lacilomontau 
inoiuo but b raid<( dos (jonsiderations suivant((s. 


La lormulo (oo), c’ost-u-diro, on d’uutros tormos, la lbrmulo(i(>) 
do la paf^(5 'I72 no subsiste qu’approxiniativomont. Mais, comtno nous 
ravens doja ronianjm'! (p, 38 '{), ootte formulo dovioiidra rij'ourouso 
si I’on y ronipbu'.o ("bpur 0,— 4 * 0 /, on attribuanta ©; la valour fournio 
par los (d)sorvations. Baroilloinont los lermulos (/|:{) ot (.'Ji) (b'vion- 
<|pont oxaotos, si I’en y roinplao(( 


par 


Jt" ot. W/ 
s;'~A«Af ot 


ol aftriluiant h 0/ los valours fournles par los observations, c’osl- 
h-iliro qu'alors on aura rigourciiseinout 

(•W) .t?— A*5?.-= -t- ( 3 <S' Aff-t- y/S* A*«? 

Ot 

{•'ig) A*«, ~ e I- Vy„ 

Kiroclivoment roquation (.' 58 ) so d^duit imm6diatcmont dos trois pro- 
iiii^tros dos formules (ay), ot I'iiqtiation (Sj)), quo I’on pout encore 
ftcrire commo il suit 


oitt aussi bion quo I’^quation (i33) do la page 3a5, uno con86quence 
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necessaire des formules (ii3) du §VI. D’ailleurs, pour obtenir I’e- 
quation (53), il a suffl d’6liminer de la formula (5i) les valours do 

Pi-, yt 

tiroes des equations (46) auxquelles se reduit la formulo (43) quand 
on y pose successivement ra = 2 , n = ^; et, si au lieu des for- 
mules ( 43 ), (5i) on emploie dans I’^limination dont il s’ agit les for- 
mules (58), ( 59 ), on trouvera de la memo manifere 

(61) A*©i=a-+-li(s?— A®5|) +e(si—&.*si). 

Done, en vertu de ce qui a 6t4 dit ci-dessus, la formula ( 61 ) sera 
exacte, si Ton y substitue les valeurs de .?,• ct ©,• fournies par I’expe- 
rience, en attribuant h 

A»5?, A»4, A“@i 

les valeurs pr4cedemmcnt calcuUes et comprises dans les Tableaux I, 
II, ainsi que dans le Tableau III du § VIII. Or on tir (5 de la for- 
mula ( 61 ) 

(62) « -f- b c A®0/, 

et lo premier membre de la formula ( 62 ) ost prficisement la valeur do 
®,= 0® ou do 0® que fournit chacuno des aquations (53), (55), ( 57 ). 
Done, pour obtenir les valours <lo 0“ que daterminenl les formulas ( 07 ), 
il sufOira d’ajoutor aux divorscs valeurs do 0^ = 0® fournies par I’oxp^- 
ricnce les valours correspondantos du trinomo 

(63) X/=bA*s?-HtA*sI — A»«* 
qui se trouvent comprises dans lo Tableau suivant. 
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Tableau VI. 

Valeurs de b A*s? + — A*0i exprimees en millionUmes. 
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Ainsi, par example, si Ton ajoute a la valeurde 0 , trouvcc pour I’eau 
• (i** s6rie), c’est-k-dire k 

@j= 1,771887 

la premikre des xaleurs de X fournies par ie Tableau VI ou Ic nombre 

o, 000140, 

on obtiendra pour somme Ic nombro 

1,77 1627, 

qui rcpresento prccisemcnl la valour do 0^ ii laqucllo ou parviont (mi 
posant dans la premiere des formulcs (57) 

,? = Ji = 3,833, L(.9) rr; 45a 177 / 1 . 

Parcillcmcnt, si de la valour do 0 o rclativo au llintj^las.s (a*' ospoc-o), 
c’est-a-diro do 

»«Tr= 3,740870, 

on rotrancho Ic nombro .'>7/1, qui, pris avoe lo sijjno — , roproscntn ia 
valour do X, corrcspondantc k la monic sHb,sU»ncn, on aura pour rp.sl<‘ 
lo nombro 

qui ost pr6ciscmont la valour do 0” h laquello mi parvionl on posatil 
dans la buitikmc des forinulos (/»7) 

SrsSj i": 4 , 54 *, !.■(.?) 6.'>7i538. 

Au resto, roxactitudo des valours do X/ comprises dans lo Tahloaii VI 
pent £tre conIirm6o commo il suit, 
is formules (117) du § VI donnent 

8A‘©i=o, S'A»ei=o, 8»A‘e,~-o, 

On aura de mftme, en ddsignant par n Tun des nombros ontiers 2 et /{• 
(64) 9A*«?sao, 8'A**?s:o, 8*A'«fs;o, 
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ct par suite on tircra do I’cquation (63) 

I S X/i- X 3 + X 4 + Xg-f- ^5+ ^7=: 0, 

S'Tii— -h XjH- X 3+ ^4 — Xg — Xg— X 7 — 0 , 

S* X/ — — Xi — X 3 -h X 3 4- X 4 + Xg H- Xg — X 7 “ 0 . 

Knfin de cos dorniiircs equations eombinoes entro ollcs on conclnra 

Xi i-Xg - ■ (Xg-f- X 4 ) — Xg4- Xg— — X 7 . 

Done les quatre quantiD'^s 

((> 7 ) Xj -|- Xg, Xg-i-Xgj Xg-+*Xg, X 7 

d((vront etro egalesausigne prfis (5t altornativomcntaircct^csdn signos 
eontraires. Or eetto condition so trouvo oireetiv(',mont rcmplio avec 
line exaetitudo siillisante, par les valours doX,- quo foiirnitlo Tableau VI, 
eomnie le prouve oclui quo nous allons tracer. 


Tabuau VII. 

Valfurs da Xj-i'Xg, Xg t-Xg, ... o.ri>nfn4i's vn milUoniimtix. 




KM1. 


CIUIWNULAHS. 


it'LmrauRi}. 






y. i 

a| 

a i 

3 4 











m 

IMI 

i 

h 

1 

f 

1 

Is 

1 

U 

1 

1 

u 

H 

u ^ 

u 

% 

1 

% 

X... 

• X 

iU 

m 

08 


03 

-1) 

r>c 

— 'CrA 

—8a 

-137 

58 

Xt 1 

Xk 


«.H4 

-.f,7 

-~3-* 

—Ot 


—08 

ih 

83 

(33 

-58 

X»-I 

X, 

ih 

m 

O7 

Hi 

03 


00 


-8a 

-1 30 

58 





-08 

-3a 

~0o 

10 

-07 

O'* 

83 

i3.3 

—57 


IVaprbs 00 qu*on vienl do diro, loa valours do 0* fournies par los 
equations ($ 7 ) coincidont avut: cuHos quo Ton d^duit do la formula 

(68) 0*=-;ft<-l-X<, 

on atlrihuant k &i les valours donn^cs par roxpSrionco et h les 
valours trbs potUos quo prisonto lo Tableau VI. Or on tiro de la for* 
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mule (68) 

(69) 0 = (0^ + h)^= (0? + ^ I - g I 4- . . . ; 

efr, comme, pour chacune des valeurs attributes a Xf ct k O,-, le troisibme 
terme et les suivants, dans le dernier membrc do I’equation (69), 
offriront une somme inferieure k un millionibme, on pourra sans 
erreur sensible reduire cette Equation a 

(70) 

Done la difference entre la valour de 0 determinee par I’uno des 1 ‘or- 
mules (57) et la valour do 0 ,- donnee par rcxpcricnco so reduira situ- 
plement a la quantite 

dont Ics divcrscs valours so tirent aisement du Tableau VI, et so 
trouvont comprises dans cclui quo nous aliens tracer. 


. TABlBJkU VIII. 

Valeurs de ^ 0'/‘ X/ exprimies en millionii)mes. 



KAU. 

s i 

R 1 

s « 

CftOWNOLAHS. 

rUNTUtAHH. 

I 


1 

9 

w 

« 

1 


1 

1 

%* 

I 

u 

1 

Pour /= X... . 

53 


35 

10 

33 

4 

4<> 

r« 

— 1 1 

— aa 

10 

2.. .. 

-3o 


— 10 

I 



— uH 

-37 


-ao 

H 

3.... 

■«.38 

-34 

-30 

-a3 


-6 

—74 

— 

-l3 

aa 

-36 

4.... 

i5 

3 

la 

xa 


xo 

5a 

34 

38 

m 

K 

5.... 

41 

48 

O7 

80 

5r> 

78 

lOo 

150 

i3i 

137 

143 

6.... 

--I8 

-iG 

-44 

-69 

-34 

—80 

— i3g 

—173 

-i55 

-1G7 

-134 

7.... 

— aa 

— 3i 

— a4 

—10 

-19 


— ao 


3', 

4« 

—17 

0, / z'ss I eta. 

a3 

3a 

a5 

II 

ai 

Bi 

ax 

-19 

"-35 

-4» 

18 

1) 3et4< 

-a3 

-3 1 

— a4 

— I! 

— ai 

4 

— aa 

'7 

a5 

4 i 

i -18 

1} 5et6. 

a3 

33 

a3 

11 

ax 

—a 

ax 

-17 

-34 

-40 

! >8 

^ 1 7 

—aa 

-3 1 

— a4 

— 10 

-19 

3 

— ao 

19 

aS 

40 

—17 
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Dans 1 (‘. Tableau VIII nous uvons joint, pour chaque substance, aux 
(iivorsos valours do 

l('s soiniiK's do cos valours prises d<Mixa deux ?» |)artir dccclle qni cor- 
respond a r - r. I, o.’i'st-ii-diro los valours des quatre qiiantitos 

' ‘ICT, ' aO,’ VoV 

Kn ayanl. 0}?ard aux forinulos (().')} on (dO) ot raisonnant, eoinmodaiis 

10 VI ( p, 'SAy et 3 .'{ 8 ), on demontro sanspoino quo los quanlitos(7a) 
doivtuit oiro sonsibloiuiniit ogalos, an si^i^no pros, ot aUornativom(!n( 
allooloos do sij^iu's o.onirairos. Or cotto condition so Irouve on ollet 
rotnplio, avoc tnu' ('xao.liludo sullisanlo, par b^s quaniiios comprises 
<lans 1 («H quatro dornioros lij^iu's horixonlalos du Tableau VIII; ooqui 
prouvo la juslosso do. nos oalculs. 

D’aprbs lo Tableau VIII, la <li(roroni 50 onlro la vab'ur do 0 dotor- 
iniuoo par Tuno dos forinulos (.>7 ) ot la valour do. O; Iburnio par Tox- 
porionoo I'sl goiioraloniont iuleriouro, abstraction faito du sij?nc‘, it uu 
tlix-milliomo. 11 n’y a d'oxooplion quo pour lo lliniglass, dans lit oas 

011 Ton post* i (I on t 7, ot alors nifuno la diircrenco dttnl il s’agiU 
prisoi, absirucliou faito du signo, no dopasst* jamais 173 milliunit'imos, 
on onvirou un dix-millibmo irois quarts. Los formulos {Ity) ro|tro- 
iluisonttloint, avoc tie logores variations, los valours do 0/ fouriiios par 
roxjM'rloncB. Tuutofols los variations dont il s’agit doviennoni, pour 
oortains rayons ot oortainos substances, sup^rieuros aux variations 
ttbsorvoes dans lo passage d’unosorie d'oxpAriencos It uuo autre; puis- 
quo cos dornibros variations, d'aprbs le. Tableau XXIIl du VI, n’ont 
jamais surpass^ la moitid d'un dIx-milliHne. Alnsi los (bpiations (.'>7), 
appliqultes fa la d^!termi nation dos valours do 0* ct do 0, n’atteignoul 
pas lo mt^irio degrd do precision quo los formulos stabiles dans los 
gg VI, VII et VIII, paroxempio lot formulos (n), (27)01(39) (gVll). 
desquelies on d6duisait pour OJ, et par suito pour 0/, des valours 
dont roxactitude 6tait comparable on m6me sup^riourc fa cello dos 
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resultats directement fournis par rexperiencc. Mais il csl justo dr 
remarquer quo Ics coefficients renfermes dans Ics equations ( 57 ), on 
les valeurs de 

«, b, f 

relatives aux diverses substances, dependent a la fois des valours d(‘ 0 
et do / fournies par I’cxpcricnce, lesunos avec sept chilTros, les aulres 
avec quatre chifFres seulement, tandis quo les eoidficienls eompris 
dans les formulos dcs §§ VI, VII et VIII dependent uniquemcml. des 
valeurs observecs de 0, Pour cetto raison, on elablissant les for- 
mules ( 57 ), on a dd ncgligcr les (lilTeren(!es dii (roisieine ordre, donf 
on avail tenu comptc dans los VI, VII et VIII. On ne doit doin*. .pas 
s’etonner quo, pour certains rayons et ccrlaines snbslanees, les 
nombres eompris dans le Tableau VIII surpassent un dix-inillieine cl 
s’elhvcnt jusqu’a an dix-milliimn'! Irois quarts environ. 

Les plus grands nombres quo renCerment les Tableaux VI <>l Vlll 
etant 57/1 el 17 ^ millioniemes, il en residle que les IbiMnules (.“> 7 ) de- 
termiuent les valeurs do 0 * a !> on (5 dix-millidnus pres et les valeurs 
do 0 ii I ou 2 dix-millidmes pri's. (’onuue d’uilleurs, <luns les Ta- 
bleaux I etil, les valeurs de soul toutes inlernuires ii an el <-eIli‘s de 
.V* h GoG, il est clair qu’on pourra simplilier les ioriniiles (;> 7 ). eii 
supprirnant les doux derniors cbilFres der.imaux dans les eoellic.ienfs 
de el do j*, car cotto suppression produira, dans la vabnir de O'*, nae 
variation infdriouro k la somme dcs produits 

aS X 0,00001 =0,00035 el (jo6 x i>,ooo<xm>i = 

par consequent infdricure au nombre 

o,ooo5io(), 

el h plus forte raison b 

0,000574. 

Aprbs cetto suppression, los deux valeurs de ehaquo coeificient b ou c. 
correspondantoB k deux sdrios d’expdriences faitos Hur ta nadmo sub- 
stance, seront, coame on deyait a’y attendre, trba peu dififerentea 
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I’uno do Tautro., ol si Ton romplaco cos raemcs valours par lour demi- 
sommo, si do plus on suppriino encore Ics deux dernioros decimalcs 
dans los valours do a, on reduira los formulos ( 57 ) aux suivanlos : 


I Eau 

SdluUon (l(i polassc — 

IOrowusInss, i"’ ('spOao.. 
)) a' ospOc.c.. 
)» 3 ' csp6cc. . 

Flinlgluss, i'*' osp6cc.. 
» a' csp6c(‘.. 
» 3 " espOco.. 

» 4" C8p6co.. 


0 * I , 75 1 8 -t- 0 , 00358 s’— 0 , 000014 • A'S 

I ,9343 -h 0 , ’003175’— 0 , 00001025 *, 

0 ’c= 3,2930 H- o,oo 383 s’— OjOooootQs’, 
0 *—. 2,2973-1- o,oo 388 s’— 0, 00000 1 4 ^*, 
0 *— a, 38 i 4 + o,oo 44 a*’+ 0,00000755*, 
$* r - 3,5i45 h- 0,006195’-+ 0,00003955*, 
O’rr 2,5781 + 0,006885’+ 0,00004915*, 
2,5868 + o,ooC 935 *+o,oooo 5 o 4 s*, 
a, 588 a + o,oo7355’+o, 00008885*. 


Hi, on d/'signanl par 42 la vitesso do propagaliun do la lumi(>ro dans 
rair, on pose 


(74) , 


a* 


=:J, 


on lirora dos formulos (5) ot (n) 


( 75 ) aj-aJ, ai-:~tt(3b‘— af)3’. 

Par suite, si Ton r^duit lo dornior membre do la formule (4) ii sos 
trois promiors tormos, on tlrora de cetlo formulo, on supposant les 
valours do 0 ot do A relativos, non plus b Pair, mais k un milieu quel- 
conquo, 

(76) = a*- [I - bJ*»+ (ab»- «) J'Ar*]; 

pttit on en eonolura 

(77) s»as«J[*»-lJA*+(ab*~ «)!»*•] 


Oil, oe qul mlent «a m^iaat 

il^ iftm qqatiiHte it ptt^ 9001; it }Am^ li 
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obtient en divisant une seconde sexagesimale par millc millions do 
millions, c’esU-dire par (lo)*', on dcvra, dans Ics formulcs (77) 
ct (78), aussi bien quo dans la formule ( 55 ), altribucr aux coeffi- 
cients «, b, r les valeurs que fournitle Tableau V. Si, au contraire, on 
prend simplement pour unite do temps la seconde sexagesimale, on 
.devra diviser les valeurs de b tirees du Tableau V par (io)’“ et Ics 
valeurs de b* et de c par (10)**. Alors la formule (77) donnera 


» 4*e8p6ce... 


JL . 

(to)*“ 

= 5,4890 

f— 

— 0,00808 

, 4 ’ 

T'or 

+ 0,00087.'! 

4 « *1 
(>'»)“■. ’ 

s’ 

(io) 5 “ 

= 4,9718 

[( 10 )“ 

■ <),()() 8 i 5 

4 ‘ 

-l-<>,oooa(),'} 

4 » 

(■.0)*’ ^ 

s’ 

(io)*“ 

= 4,1935 

r /. ’ 
[(•o)“ 

• 0,00700 

4 ’ 

(loj” 

1-0,000! l.'i 

4 ‘ 

(.,.)« ’ 

s’ 

(«))’» 

= 4 ,i 858 

Li’ 

[(I0)“ 

0,00707 

4 ‘ 

(10)’» 

1” 0,tl00! 1 1 

/>« 

(1..)” ’ 

(Tor 

00 

0 

li 

■ 4 ’ 

.{>o)‘* ■ 

•••• 0,00749 

4 » 

(lO)’* 

1 tt,000(b(il 

4 « I 

(“•r ’ 


80/. r 

r 4’ 


4 ‘ 


4 * I 

(lo)’’ 

• V } w 44 | ( 


* 0,o0|);|l 

{i(»)‘* 

<),0000.V! 

(I'O'T 

s’ 

{10}” 

= 3,7398 

■ 4 ’ 

.(10)“' ' 

■0,00088 

4 ‘ 

(lO)’*' 

(),000(>()() 

4 " 1 

c+r 

s’ 


■ 4 ’ 


4 ’ 


4 ’ 

(lor 

= 3,7173 

.(I 0 )“ ' 

"OjOoogO 

(i<i'}« 

(», 00007! 


(10)” ■ 

= 3,7153 

.i 

JioJ'* 

■ 0,01055 1 

4 ‘ 

(.o)« 

+ 0,000{>!(i 

4‘ j 


la valour do i btant variable, non souloment avec la coiilmir, ntais 
encore avec la substance quo Ton considbre, et ditermineo par 


(a) 




an 

I 


de I, refattirei I 


) onberivaitOlaulieu 
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Tableau IX. 

Valeurs de k dans Vair, 


INDICATION DKH DAYON.S. 

H. 

c. 

8 1^7'Aooo 

1). 

K. 

F. 

G. 

11. 

uo 

-■(■;) 

I'(»W) 

0 TC 

lx)Koi’ithino8 do k r- -y . 

k 

(lop 

«.‘t 7 .l 93 o 

7 <> 99 i 7<5 

7 ao 96 n 

6850986 

63 a 5 i 7 () 

5941557 

i()!a 5 o 7 o 

i8*a8ooo 

7981799 

23 oo 5 vi 4 

798 >799 

8790389 

7981799 

3149014 

7981799 

3 (! 748 a 4 

7981799 

4058443 

7981799 

<jrio6H(>() 

980979!) 

0,9571 


077a 1 88 

n 3 o 8 i 3 

i(> 5G()23 

%o4o2{2 

o, 9 i 35 

i,oC7*ji 

«)> 9 f<> 

' )a 974 

1,4644 

1,5999 


Kn multipliant uno des valours do Lircos dii Tableau IX par la 
valour, do 0 relative au memo rayon ot li uno substance donn6e, on 
obtiondrn la valour do relative au rayon ot it la substance dent il 

s’agit. Aiiisi, par oxompic, on faisant usage dos logarithmos, on trou* 
vora, pour lea valours do k relatives k la solution do potasso, colies 
quo fuurnil lo Tableau suivant. 


Tabiiau X. 

Valmrs da k relatwer d ta solution de potasse. 


IHOIOATIOH DBA RAYON*. 


c. 

I). 

E. 

F. 

G. 

IL 

U 

Ik ( tit ) 

i>k (aolaUon d* potSBiB}. 


1460878 

98097W 

(469974 

obSbIbS 

(478716 

0779186 

i486»8o 

it 3 o 8 i 3 

(500139 

16S6S33 


(066998 

1974677 

1769097 

3390904 

4617093 

31S6753 

355 aoo 4 



4 ,^ 

: ';'i" ' f 

(,679* 

1,8369 

3,0686 
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Or, si Ton substituc ces dornieres valours de dans la socnndo 
des equations (79) ou, cc qui revient au m^me, dans la forinulo 

on obticndra, commo on dcvait s’y attondre, des valours do o( 

de scnsiblcmcnt 6galcs aux valours do et dc ^ rcnfernK'ios (lat>s 

lo Tableau I, et telles qu’on Ics trouvo inscriles dans cclui quo nous 
aliens tracer. 

Taulbau XI. 

Valeurs de s* tirees de la formtile (70). 


INDICATION DNS RATONH. U. C. 1). K. 1<'. (}. II. 


, A* 


0,00l3l y 


SjiaSO 8,93a<) n,i/li i/j,«iG iftjSiji ai,tt7a 


—0,04045—-^ -OjioSi -o,i3of> K),ao3 -o,3aa -o,4'>i -^ijOlift 


0,0057 0,0070 o,oi5 o,oay o,»49 o,iou 0,177 


8,oa3a 8,8o9y 10,1)53 i3,7a3 tO,i«5) ao,fl33 -44,030 



Les differences qui existent entre les valeurs de s ou do t-At? four- 

(lO)** 

nies pat les Tableaux I et XI sent inferieures aux variations quo pro», 
dttisent les erreurs d^observations. Sfectivement, on tire des for- 
mules (a) et (3) ' 


et, si Toit fo^ttte ^s <8i) jpar 
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Ic. Tableau XI, on pronant pour la vilcsso do propagation de la 
luinioro dans I’air, c’ost-a-diro on posant 


3 10 177500 

i,oooi>.7() 


L(Si) ---: 8,4914905, 


on ohlioiulra los valours suivantos dos longueurs d’ondulation dans 
Pair: 


Tabi.kau XII. 


Vttlcitrs de I (irdes da la /orrnula (8t) jointo an Tahlenu XF. 


INDKIATION DKft lUYONH. 

u. 

c. 

1). 


h\ 

a. 

n. 

|{ti (li\-inillioni6riinH do tnilliniMro 

myt) 

ttSOf 

/i8S7 

VaCio 

.iSi'A 

,|a8() 

!)()»() 

|{ii nnnL-niilli(mi(>iimH do pimco 

•6(1 

a {‘aS 



17 %) 

iW5 

I4^<» 


Op, sl Ton oomparo los valours do / insorilos dans la dornioro ligno 
liorizonfalo du Tableau XII ii collos ((ui out otA 1‘ournios par I’oxpd- 
rioni'o ot quo nous avons plaoa'u's on tote du Tubloaii II (§ VI), on 
roo.oiinaiira qu’ollos no dilT^Pont point los unos dos autros, si Ton on 
(^xooplo loutol'ois los valours rolalivos uu rayon II. Obsomns d’ail- 
lours quo la dlfloronoo dos nombroa 

t45i oi i45o 

qui, duns los deux Tableaux, roprosonloni ropaissour dos ondes rela- 
tives att rayon 11. i^xpriinoe on eant-millionUunes de pouce, so rdduil 
k ttne Houlo uiiilA de I’ordro indiqtu'^ par lo dornior (diilTro, ot quo los 
oxporlonoos de I'VauouboA'r qui dtHorniinont los <'paissours jl’ondos, 
oxprintoos on o.ont-inillionu'unos do pouco, Iburnissont souvenl pour 
uu lu^me rayon dea nombroa dent lea dorniors ohlffpes difWiront ontro 
♦MIX d'litie ou do plu.siours luilFos. 

on obsjTVJuif los phononienos prodnils par des rosoiuix coin- 
pMsos do tils ntoiaiiiqtios paratlMos los itiis aux an(r«‘S, quo Krauon- 
boibr a obtonii b^ nombros inseriis on toto du Tableau 11 (i^ VT). 
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savoir 

(a) 254 i » 2425, 2175, 1943, 1789, j 585, i 43 i . 

On pent consulter k ce sujet le Memoire lu par ce physicion a TAca- 
demie do Munich Ic i4 juin iSaS. Lcs nombres dont il s’agil. y son! 
donnes dans les premieres pages ct se trouvent, a la fin du Memoire, 
remplac6s par les suivaiils : 

(b) a4a2, 2175, 1945, 1794, t587, 1464. 

Los epaisscurs d’ondes reprosonlcos par les nombres (a) e(, translbr- 
raccs on millimetres ont ete adople(is par qno.I(|ues pliysiciens (roir 
e.ntro autres la Physique do Pouillet). D’aiitres physie.ic'iis, Herse.hel 
par cxomplo, ont adoptc les epaissetirs <roudes repres(‘iit(M's par 
lcs nombres (b), on pla(j:ant a la lete <I(i (!eux-ei le premier ties 
nombres (a). Par consequent ils ont suppose (|uc l(‘s Itnigueurs ties 
ondcs, cxprim^ics eii ecnt-millioniemes dti pt)uee, t'daitMit rtqireseii- 
tees, pour lcs rayons 

B, C, I), E, F, (J, II, 

par lcs nombres 

(0) a 54 <, a 4 aa, at73, I94i5» i 7 <) 4 > ir>87, 1404. 

Les deux suites do nombres (a) et (e) stuil eompletemeni tl’afeortl 
dans le premier et le troisit’une termt!. Klles s’attet»rtlent iMietire seiisi- 
blcment dans lo quatrieme et le sixibme; mais elles tlillerent assez 
notabloment dans le seplibme ou dernier forme. D’allleurs les Ibr- 
mules etablios dans le present Memoire permotfont do faire servir 
trois termes supposes connus Si la delerminafion ties quatre autros, 
ainsi quo nous allons le faire voir. 

Kn raisonnant compie dans lo § VIl (p. 3^3 et 374 )* nt'gligeanf 
les differences du quatrieme ordre, ou mftine eellosdu froisibme, on 
d6duira dcs formulos (5o) ot (5'i) d’aulres formules propres b deter- 
miner laValeur g6n6rale de 0/, quand on connaitra lcs valours parti- 
eiilibres do 


®u 0|, 0|, 0|, 
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on memo simplcmcnt los valours do 

0 „ 0 j, 0 s. 


(4OS lonnulos coinoidoronl. avee rcqualioii (27) du § VIT c(. avec cello 
<|u’on on dodnil qnand on stipprime I(‘. dernier (erme du second 
inoinhro, par consecjiK'nl avec la sujvanto 


(«'0 


j 0 ,r::: 0 ,-|-f:'-;::-|i( 0 s 

I 


y'.-yi 


0 ,) 




0,- 


( 3 r- 

pr-* 


r(®.T 


■ 0 .)], 


in valour do 7';0.(ant 


y'r 


yi - Vi 


I’aroillonionl, on siipposanl (onjours (|no Ton nofjlij^o los diHoronoos 
fillies <ln l.roisi(‘mo ordro, o'osf-iVdiro los ({nanlilos 


A"®/, A».v?, A»/.f, A»//", 


on dodnira di's oqnalions (IDt (In) d’anlros equations (jiii sor- 
vironl a doloriiiinor los valours ^o^oralos <ios ([uandlos 

«'/ /•« / ft 

Sff hfi If 


quaml on oonnaif ra lours valours parlio.ulii'ros o.orrospondantos a frids 
valours dounoos do i. Ainsi, par oxompio, on posanf n = 2, of rof^ar* 
ilanf oonuno oounuos los valours do /,r“oorroapondanfps li j = i , « r= 3 , 
i sa (1, on tirora du r(’*q nation ( \%) 


m) 




• / 14 . *. 

' - P. * 


V) 


" pi yi " y« 


/.* 


^T’ 


.. h 


-P?, (/-* . 
P. ^ * 




maintonant on fait, pour abr^^gur, 

m «<= 

Oftiimt i/i C. - S. It, i. X. 




1 ),:= B,~ 

58 
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la formule (84) donnera simplemenl 

(86) = /r* -1- - B« ( /, ^ - /V* )J 

ou, ce qui revicnt au mfimc, 

(87) = + 

Entin, si dans les equations (83) el (85) on substilue Ins valours ib' 
P,- ct de Y; trouveos dans le § VllI, on doduini aisemnnt dc cos Ibr- 
mulcs les valours do 

y'l, Bf, C< et. I)/ 

comprises dans lo Tableau quo nous aliens (racer. 
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Tableau Xlll. 
Valeurs de y), B,-, C,-, 1);. 


/. 


1. 

2. 

3 . 

4. 

5 . 

6. 

7 . 

SOMMK. 

fc::::;::;::: 

0, i()o8<)8 
0, ii)<)8()S 

■o,i(i<)7o 

0,0(HK)() 

(),i()87!}.i 

<>,i()o8()H 

0, [089!;. 1 
0, 190868 

o,o 3 i 477 

i),i90«()8 

-(>,o 38 i 25 

0,190868 

-0, 171610 
0,190868 

-0,290264 

0,190868 

0,000001 

1 ,,336076 



iV 

Vi 

v - Vi 


•o,o 8 j ()47 

-0,159.391 

-o, 228 <j 93 

0,362478 

-o,48ii32 

-1 ,330075 

-o,<i 85 to 
-0, 16(170 

0,0Hr{()0 

0,07534 

-o,i(i()7() 

o,i 7 j)a 4 
-0, i()i)7o 

o,i!) 9 <)<) 
-0, 16970 

0,045*1 

-0,18970 

-0,24541 

-0,16970 

-0,00043 

-1,18790 

o,* 45 o 4 

0,34894 

OjSOgfij 

o,*r 49 i 

-0,07571 

1,18747 

LI;' (Yr"Vi)| 
M-(P/- fii) 



9 '>. 7 :) 70 .f 

.'{i.'io 5 i)() 

'■r)Hi 3 T(i,r 

38 ()*ji 370 

-a,99o*A 

54^7508 

:tov 4638 

340287(4 

5678.377 

3598222 

3322566 

.5.592817 

8791532 

68226.{o 


I'ClVn ••••;■■ 

v| 

Vs 



77 M) 74 !» 

1 968892 


-a, 99 (w 

-2,1892 

-2,9902 

-I,f.i 4 ( 

->,,990* 

-0,5929 

-2,9902 

0,1.574 

-9,990* 

3,1476 

-u,o. 5 iS 

-17,941* 

“0,8897' 

V'r-V'. 

1: 

M ((’./) 


-o, 83 iio 

0,0000 

0,8010 

1,3758 

A, 3973 

3797*9,4 

v 559 '>. 8 i 7 

93900/1 1 
939004 1 

i) 3 i)oo 4 ^ 

- - - 

90 . 36 , 32.5 

20246,38 

138555.3 

.3598222 

4 i) 7 !) 7 ()'> 

68226(0 


1060963 

9.39004* 

1670922 

0,14692 

4983775 

939 (M) 4 i 

>>.59373^ 

93900(1 


3 'a(ii 7 ()i 


0,00000 

TjT’IJiir 


■( 1,091 III 

.TfxiSy!) 

()i 3 « 3 i 

9135331 

o,. 3 fi* 5,5 

1,00000 

1 ,74*77 

3 , 23 io 5 

1. ( 5 /- pi) 
I.' fi» )i) 


90 * 41)38 

c)i 3533 i 

359899.* 

9 I 3533 1 

5 , 5 () 28 i 7 
91 3533 1 

6H22640 

9 135.331 


Ult,) 

1,(1),) I ( 1 1 p 1 > 1 1 * 1 1 1 1 

M( (V) 

I*( 1 W * i ) 

i)/ 7 ! ip. 

l)i(V 

i>/ 

4 Kt 5 'iCH 

6 f.'» 748 (; 

.’hrii7(|i 

<) 7 W 7 

0,77010 
0, 09374 

o, 3 (i 38 i 

'o, 6573 i 

0,00000 

9889307 

44 ( 5 v. 89 I 

64 ’ 5748 ir 

7687309 


— 

64.57486 

1670922 

'¥i284<»*8” 
1 ,9450.5 

() 45748 r. 

_5593734 

*(> 5 i**o 

6457486 

6 , {57486 

2412394 




6,(57486 

8869880' 




*, 7 !) 44 <' 

1 ,('k» 37 « 

4, 4*3.3* 
4, 1 ^ 33 * 

5,871*5 

7,7088* 

i 5 , 3 o 4 i 2 

14, ' 9 D '«().. 

o,oi*i 3 

l,li 95 i(r 

17 w~ 

0,(10000 

r,': 8 ;i 757 ‘ 

(let IV 



1,44208 

”^55397 


-o,n(|48o 

3,24318 

i-Ci-lV 

•0,44208 

77553*5’ 


i,o(j48o 

0,75682 


Kn conniqiioncc, on lirera do la formulo (87) 

- 0 , 65735 /;* + o, 36384 /;» - o,o«i ig/;«, 
/;• ss — o,44>o8 /; * + 1,995 1 6 /;* -f 0, 14699 /;’, 
/;• ,=i - 0 , 65395 /;* + «, 19070/,’ + 0,38955/;*, 

/;'--. l, 0948 o^,*- 1,83757/,*+ 1,74977 V' 






4C0 NOUVEAUX EXERCICES DE MATHfiMATIQUES. 

Si dans ces dernieres Equations on substiluc Ics valours do 4, 4 
qui font partic de la suite (a) ou, co qui revient an memo, si, on pre- 
nant pour unite de longueur un cent-milliemc do pouce, on pose 

/i=a,54i, /3= 3 , 175 , /j=i,58.'), 

on obtiendra pour 

4 > li 

Ics valours quo determine Ic Tableau suivaiK. 

Tableau XIV. 

Valearx de 1^, 4, 4> 4 deduUcs do lu for mu lo ( 87 ), 



2 . 

. 1 . 

n. 

7. 

L[+(,_fi,- Hi)j 

« 1771)07 

().i‘)r)oof) 

1 

o't()’{:n 8 

W) 





L[+(t-C;-l)/)/iS| 

0077873 


t)')v.t|l »0 


L(rhl),) 

r»r»o<)io,{ 

nulW.!}) 

<»7*>S(>v..i 


L(4-‘) 

3*>/>(»8i4 

IhMi ( 

.‘W,3o8i ( 

.•{•AtoSl.j 

Uri:IV/»-=) 

HH'iiHjlK 

i’t7i'>1',) 

/(imiSK.’IS 


U-i:<V) 

:w.(>i 7 c)i 

ir) 7 ot|rA 

•''■ti):t7»,t 


L(4*) 


! 1 1 


i 

L(:Hn, 4 *) 

irAru'Mifji 

7(>7o’J'M» 

rH)3i JH 

KtllMiiH 

. > j 

(I-Ci- 14)4’ 

0 , KMtSi 

0 , 0118(7 


o,i(iD5li 1 



o,o 7 ()<)i 

o,‘>t7’i7H 

70 

...mii i 



— o,ooHJ{ 



o.(ii)’l 7 l 

4-* 

o,i 7 o*ji 8 

o,uG:{ 7 tj 


i 

1 

L(4*) 


454Iu'>H3 

illlHu'lK 

<1711 VWa 

L(4->) 

GiSSHiB 

71 oG^<)*a 

7l5iM ID 

HIHaCDi 

L(4) 

3844 1 8 'a 

a3937<)8 

sifiloSHt 

1017309 

"• 

a,4a3 

«»047 

«.79* 

i,45« 


Ainsi, cn adoptant comma oxactos les valeura de 4» it ot 4 repr6« 
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senloos par lo premier, le troisiisme el le sixibme lerme do la suile (a), 
nous sommes conduils, par I’application de la forinulc(87), li rem- 
placcr la suite dont il s’agil pjir cettc autre suite de nombres 

(d) n 5 /li, a.'iaS, 3175, 19, /i7, 1795, 1685, i 45 r. 

Si an sixieine tonne de la suit(5 (a) on subslituait le sixibme term<' 
<!(< la suilo (l»), los nombres (d) sc trouvoraiont, on vortu do la Ibr- 
mulo (H7), romplacos par les suivants : 


(«) 


sS.^i, 3423, 317!), 1948, 17{)6, 1*587, i 454 - 


Kn oomparant les nombres (d) ot (0) aux nombres (a) et (0), on 
reeonnait quo, si dos deux suilos (a) et (0) la premiere s’aecordo 
moins bion avec los suites (d) ct (0) dans lo second, lo (|ua(riemo ot 
b' (u'mjuiemo torimi, olio s’on rapproclui boamtoup plus dans lo sep- 
(iemt! teriiK'., dont la variation, <|uaud on passe do la suite (a) a la 
suite (d) <m (0), ost nullo <tu soulomont bgalo a (rois unilbs d(! I’ordre 
indiqub par lo dornior cliillVo, ot s’bibvo an (iontrairo ii (ndzo unites 
(In mbin(5 ordro lorscju’on passe des noinbros ((i) aux nombres (d). 

liln terminant (!o paragra[)ho, nous Ibrons observer quo los b((ua- 
lions (i l), (ii), (io) et(r»<)) out uno grande analogio avec une, for- 
imile (In memo genre quo j’ai donnee dans un Memoin^ litliographie 
sur rinlerpelaliou, el a I’aide do laqucdlo on pourrait encore deve- 
lupper aisement deux des Iniis quanlitbs 

0, s et k on / 


suivant los puissances ascoridanles do la troisibmo. 


8 Xll. — Sur les rSsuitals qua Journit I'approximaiion 
du premier ordrv, 

Lo Tableau XI du § XI fournit los valours approchbos de jr” quo Ton 
dbduit do la formula (77) ou (78), on supposant los valours de tt, b, 
(, 3 rolativos k la solution do potasse. Cbacuno de cos valours appro- 
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chees se compose de trois termes dont les deux dcrnicrs sent compa- 
rables aux valeurs de A©,- et de A^©,-, c’esl-li-dirc aux differences finics 
du premier et du second ordre; et Ton .reconnait immcdiatemenl. a 
I’inspection du Tableau XI (§ XI) que le troisifeme lerme, c’ost-jj-dire 
le terme du second ordre, esttoujours moindro quo la centienie parlie 
du premier. II en est ainsi pour toutes les substances, memo pour 
I’oau, quoique le coefficient do soil, dans la premibre des (br- 
mules (79), beaucoup plus considerable que dans les suivanles. Effec- 
livemcnt la valour de relative a I’cau et au rayon H, on le pro- 
duit 

1 , 3/142 X 1, 5996 = 2,1502, 

a pour quatribme puissance le nombre 

21,376, 

(ft Ic produit do ces derniers nombres par coc(fi(‘.i('.n( (),<»k)' 17.‘1. 
savoir 

a 1 , 375 X 0 , 000873 = 0 , 00797, 

ost inf(!riour a 7^-5-. Orcc produit representera (Widcunmont !<( rapp(»r( 
d(fs termes proportionnols k et k dans le (rimjnK! (jun renfbrinc In 
pnunibre dcs IbrmubiS (79)- 

II suit do CO qu’on viont do din^ que les formules (79) et au(p(‘s du 
§ XI precedent scront encore scusibloment exar.tes, si Ton y iu‘*gli}<»' 
les termes du second ordre. Alors, en posanl, pour abn'fger, 

(1) o3~:«, b3 = A, AHi.-.*', 
on reduira la formulo (76) k 

( 2 ) =» 

On peut d’aillours 6lablir diroctoment cotto dernibro formulo do la 
manibre suivante. 

Goncevons que les vibrations du fluide 4th^r6 s'cx^cutGnt dans un 
milieu ok la propagation du mouvement reste la mdmo en tons sens. 
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cl considcrons un rayon dans lequel les deplacemcnts moleculaires 
soicnt paralleles a I’axc dcs ac. On dovra, dans la premiere des for- 
mulcs (iG) du § I, supposor 

Y1 = o, C = o, 

(d, \ Ibuotion dcs soulcs variables independantes y, i. Done cette tbr- 
luulc donnera siinplcincnt 


(■■5) 




f('‘) +/('•) cos*a 



l)c plus, A5 <Hant I’acjcroisscmont dc la fonction correspondant a 
racoroissoment Ay ou rcosp dc la variable 7 , on aura, par Ic lh 6 o- 
rcnic do Taylor, 


(4) 


AS 


III 

()y 


/^cos*|3 ^t()s“(3 /’S’.oa^lS ^ 

j"-/” ()yi I .‘*.3" ^>7* I 


Ko substiluant la valour prl^codonto do A? dans roquation (3), lu'igli- 
^oatil los somnios qui ronfbrtnotil sous lo signo S dcs puissances 
ilnitaires d(‘, e.osfl, o(. posant, pour abro{^er, 


j tt sj [f(r) ■!-/('') co8*«]cos*|3j, 

( ^ I e<>8*|3 j. 


on ohtiondra la forinuln 


( 6 ) 

qui doviont 
(7) 


dl* t)j!* 


dt* dJi* <JiV^ 


iorsqu*on r6duil la s^rie comprise dans lo second membre k scs deux 
premiers termes. Si d'ailleurs on choisit pour origine dos coordon- 
nies on point oil les moUcules d'dther no soient pas diplac^os dans 
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Ic premier instant, \ devra s’evanouir quand on supposora simulla- 
nement 

y = 0 , t = o, 

et Ton verifiera cette condition, ainsi quo la formulc (7), cn posanl 

(8) | = asin[A'(7±iJO]> 

(9) £2» = 1t — 

C’est a tres pen prfes cn suivant ccltc methode quc j'avais 6tal)li la for- 
mule (2) ou (9) dans un Mcmoirc prcsont6 h I’Acadomie des Sciences 
le i4 juin i 83 o. Cette mfimo ra6lhodc a 6t6 publiee, ainsi quo Ics for- 
mules (7), (8) ct (9), dans le Jiulklin des Sciences do M. do Foriissac 
(t. XIV, p. 9, ann6c i 83 o) ('); ct, si olio a 6I6 proposoo dopuis dans 
un article da Philosophical Magasine (janvier t 83 C) cominc'. proprc! h 
simplifier Ics calculs devolopp6s dans lo Memoiro sur la dispersion, 
ccla ticnt 6vidcmmcnt k cc quo I’autour de rarliclo n’avait point sous 
les youx lo Tome XIV du Bulletin ci-dcssus mcntionn6. 

Lorsque Ton considkre lo tcrmo 




C’est sous cette dcrnibro forme quo I’kquation (9) a 6tk pr^sontfse ot 
v6rifi6e k I’aido dos experiences de Frauenhofcr par M. B. Powol dans 
plusieurs articles que renferment les Philosophicai Transactions et le 
Philoscphieal Uagasmc. 


ii) OStmvf de Cmehr, S. U, T. H. 
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